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v 0 11 \V 0 H rp. 
Dns vOl'liegeTHln zwritn TJeft des ., Leitfadens zur V or1esung 
iiller Iliffel'ential- und Int<~gra1reeltmlllg;· gieht den ~toff wie(ler, 
wel('her an hiesiger lIocltsdmle im zweiten ~tl[(liellselilester zur 
Belwndlung kommt. Einige Gegcllstiinde aus dem letzten l{npitel 
"im1 zwar mehrfach !'rst in der V orlesnng des dritten Semesters 
zum YOl'trag gekommen. welche dann in t1er Hauptsache r1er Ein-
führung in die Theorie rler Differentialgleichungen gewirlmet hleibt. 
In Anordnung und Art der Darstellung seltliesi-;t sielt das 
zweite Heft durchaus an das zu Beginn des .Jahres ersehiellelle 
erste Heft an. 
Die beifällige Aufnahme dieses erstell Heftes sDitem; Ilel' 
[fenen F:whgelloSSell ist mir durch zahlroiclil' ZUNclil'ifieJl lw-
zengt. !liese 1ntzteren sind siilllllltJich für luidl sdlJ' phl'e1l(l llllll 
illteres:-;:tllt gewesen, und iell wollte bei llieset' (;elegCltllOit meillem 
lebhaftesten Danke Autirlruck gehen. 
Bra Ull seh w eig" im l\lärll 1897. 
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('OHlp]PXP Zahlen und Funetioncn eOlllJ_lcxcl' 
l1trin bel eu. 
1. Einführung der complexen Zahlen. 
IJic (Iuadrati~che Gleichung Xi = - 1 kann weder durch eine 
po,itive, noch durch eine negative Zahl X, noch auch durch X = 0 
ge'lüst werden. 
8ngt lllan den1llach [unter Beibehaltung des auf die in L 1 1) ein-
geführten Zahlen bezogenen Operationszeichens der Quadratwul',r,el-
,r,iehullgJ, :1.' = V - 1 sei eine Lösung der Gleichullg :['2 = - 1, so ist 
in V - 1 ein gegenüber I, 1 ne,uer Zahlbegl'iff geschafi·(~n. Diese Ileue 
Zahl \I -- 1, welche auch abgekürzt mit i lJPzeichnet wird, hat i\11ldi.chst 
JllII' die Eigenschaft, mit sich ~e7/Jd mu7tipliciI'iJII), ~'n 81'i)/ '/III({ !la/lI?i dos 
!'/'I)dlll'f ~ 1 .S'/! qr:!W}/. 
l; Jll ([ie Z,lhl i ausgedehntcr in Beuubmng :"11 llehlllpll, g-ieht 
lIlilll die 
Erklärung: Die Zahl i 8017 lIen l!i~/lC/'i.rren !f'lll;;'m nwl !fl'ii/'()(1/cl/I·j/. 
j)(I"ilivCII 1(w{ ilC.l71tficI'n Xahlell flinzu!fCscl7f IccrtlclI. lind in dell/ sol('lter-
!II'sll/ 7t 1'1' /CI' i ler! cn Xu/i7 cl/s!/steJ/lc so77 Cil a 77 c d i crier ( ; 1'1{}/(lrcclu11 U/.'IC n 
der Adrl il iOIl. SlIll/md iOIl. JInIt ipl icatil))/ Will Di /'isio}/ )Icfnjj'elll{ CII Re.'lell/. 
Ili/eN/im/ert bestehen '/leibell. 
!lei Ausführung der Operationen der Addition u. s. w. auf die 
ZahleIl des vorliegcllden Systems tritt eine neue Erweiterung dieses 
:-;\'stellJs ein: aus :r,wei Zahlell ((, /J der his)1('rigell Art und der Zilhl i 
eneugt 111,In durch ::\Iultiplication und ;\d(lition flie Z,lhl (11 Li '/1) oder 
klll'z (n + i {I). 
Erklärullg: nil'::;o .:/t .'IclciilllClItfeH X((7171'11 Irr + i{l) lici.','cil 
•• IIIIII)17e,l'e XltltleW'. ht /'11)1 dC!l X((hlen Ir. I1 die letzlc. [I. alleiJ/ Z U. 
SI! ''l)ri'']l! )Jlllil {'O)I cillcr.JciJl iJlwgiJ/iirc!/"' XlIld: If)/(l ))/lIlI l/(lIlI{ i orla 
') Di('~(' Abkiirzung bpdeutd: ,,1. Capitel, Nr, 1 ". 
I,' r i c k e, Lei{ faden. r L 
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('()IIIJ1I(~x(' Zahlen nml FUllctionen COllll)]excl' 
Vüriabclcn. 
1. Einführung der complexen Zahlen. 
l)ie <[uadratischc Gleichung x 2 = - 1 kann weder durch eine 
po~itive, noch durch eine negative Zahl x, noch auch durch X = 0 
gelöst werden. 
Sagt man demnach [unter Beibehaltung des auf die in 1. 1 I) ein-
geführten Zahlen bezogenen Operationszeichens der QuadratwHr;1,el-
7:iehullgJ, x = V - 1 sei eine Lösung der Gleichung :~2 = - 1, so ist 
in V - 1 ein gegenüber I, 1 neuer Zahlbegriff geschaffen. Dirse npue 
Zahl V - 1, welche auch abgekürzt mit i hC;1,eichnet winl, hat zllniichst 
Hllr die Eigenschaft, mit sich ::;c7iJst lIIultilllicirlml' zu ,'I~i!l wul rIltlJl?i riffS 
!'/'II"/(rl .- I Z'/I (/I'{)('I(, 
t'm (lic Zahl i ausgedehnter in Bellutiluilg zu Jle]lIlI('Jl. ,l.6('ht 
lll<lll dil' 
Erklärung': Die ;(ahli :i07l (ten lii:ihcl'iqcn qr()/_~-cn Will {/I'(m)(-hc)/I'I/ 
jlo.,itivc)/ !t1/([I/c.f/alivc)/ ;(a!t7c)/ !Ii)/ZUftCscllt lI'erdell. /f/1I{ in delll solclll'/'-
,wstlflt erweiterten ;(l/hlCI/sl},-:tclllc so77ell ell/e die ['ie/' U I'nnd/'ccll)//(J/flcn 
der Additiol/. Slili/radioll, Jlu7tip/ieation lIl/,z Dil'isi(l)/ !;ctrqtl'clII!CII Re,llr/Il 
I{J/L'!,riil/(/erl !Jede/tell IJ/eiben. 
Bei Ausführung der Operationen der Addition u. s. w. auf die 
Z"hlell des vorliegenden Systems tritt eine neue Erweiterung dieses 
~~~stenls ein: aus zwei Zahlen 0, Ii der hishrrigcll Art und der Z'lhl i 
er;1,cugt m'lll <lurch Multiplieatioll und "\ddition dip Z"hl Co --l-- i ·1)) oder 
kurz Ca + IV). 
Erklärung: lJie ,,0 .~It f/cicilillcwlcli ;(alilCil (a + ili) !tei,'sell 
.. ('(JIII/ilc,rc ;(ahlr'It·:. 1:3t 1;o)/. den ;(uhlcJI (/, {) die letzle. Ii, ((lleill Z U. 
81) ojlri,,1tt man /'011 eil/CI' ~~rein ili/Ilgil/iiren" ;(ahl; /lild III(/)/. 1/0/111 i oda 
') Diese Ahlülrzllllg iJedeutl't: "I. Capitf'!, Nt', 1 ". 
Fr i e k e, Leitf,ulpll. I I. 
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:2 IX. COl11l'lexe Zahlell Im,l Flll",ti<lllen '·(']I<I').."er Y"ri,.l",j,], 
i die :.jlOSifirc", - 1· i oder - i ,li" :.'II[/ali('" illlll:/il,/i(' 1-.'i"/,, il", 
l.~i !J = O. I ie!!! (/700 eille /'u]d rler 'Ji,']ICI" 07l,i)l '1I1,'(II.'ItI,I", .1 J'I "'11','" 
SJlricht IIwill'On eincr "reel7c}/ /'a]tl··. 1}/' A",r-),ll/''; /,i"I',,11 /lIi",,1 11 ,1,1' 
:, reelle" , i I! der .. imugiI1iirr; Bedo}/Iltlleil" r/,'i' ('/lII'Ii/,'"'" /'1/],1 11/ ,- i 11/. 
El'ldiirun!!:: Die lJeillcll CO})/lilc,I'cll /'II/,I'I( 11/ -~- il,) 11/ 111 III-il!}. 
/Celche sich )lur 'iJil Vor.zeiellcn des ilJlUrlil/lio'I' JI",';/I(llIllliril., 1I1I/,,/',""111'i-
den. heisscll :,einrwrlrl' eOI1Ju(firt I;fllI1p7r-c' 1I(ler /:111':' .. r/Jujll:lirl··, 
'\Vill lllan I/ Und 11 nicht eonst,mt. sondern ,'(//"i"I)I'1 ,1"1\1"'11. ," 
Schreibe lllan x statt (f und y statt 1/, wobei daun ,,' uIlII .'1 ,-erillllkrli,,11<' 
Grössen im Sinne Von I, 1 siwl. 
Es entspringt der }JcrlrUF r!1'j" " (,()illl'! I'./'CI 1 /'I(}'ia1Iclr:n (; rii.'-'I'" (),kr 
kurZ der "wmp7cxen Variallelm" CI' I-- i ?f). 
Zur Abkü.rzung werden wir spiiterllill ,lip cOllll'll'x(' r'lrial,,·I,· 
(J; + iV) durch:? bezeichnen. 
2. Rechnungsregeln für complexe Zahlen. 
Für die Addition resp. Subtraction zweier complexen Za.hlt'JI 
(lI --1-- il,) und (e + id) findet man: 
(1) (Cl + iu) ± Ce + id) = Ca + c) Cu ± cl). 
und auf dieselbe \Veise ergiebt sich die Formel: 
(2) (a - iI,) == (e - id) = ((I +- c) - i CI! ~ rI). 
Bei der ~r u1til'lica.tion beachte man, dass i" = - 1 ist; es ergellcon 
~ich die Formelll: 
Cl) 
(1) 
(11L il!) Ce+- id) (ac - 1)(1) + i (I/lf -r- 111). 
(lI ilJ) (e -irl) (ac - IJcl) - i (ad _L "e). 
Soll (li +- ill) üurch (c + ill) g'etbcilt werden, so d",rf (I' -f il/) 
llicht lllit tier Zlthl 0 idcntiseh sein. Di()s vorausgesetzt, findd Jll'lli: ({. + ilJ (I( --1-- iIJ)(c - irl) M: + ur! ./11' -- I{lf 
~id = (~--~f---i~lf0=-j(I) c:!-l--- (/2 + I &+,11- ; 
\\nd daneben reiht sich die Formel: 
I( - ill ac -1- 1)(/ . lir: - (u7 ((i) -----,- == ~--- -- - ) ---' 
c --- I cl c:! + cl" e" _l.- cl:! 
Aus diesen Hechllungcn ergicbt sich der 
L"hrsatz: Ihr; Addilion, Su7Jfral'/iliil. JJlllfillliNdion /U/il !Jit;"il!}/ 
,:u:cii'1" f'1))}ljile,ren /'l/h71;n er[!iclJt ,je/cei!,.; ({70S 1{I'su7t({f /Cil;ll,'/' eine CIiJlI-
1,1r:,I'1' /;({hl. 
F/','idzt HIWI die /JI;;rlCJl, !ll'rlc/)cilcn /'u/t7I'J/zll,llfi'il'/1 durch illre 1'1)/1_ 
j/(,IIir1eJl, so fll'lll II/leh die als IIl'si/lt,ci cJltö[!/'i1i(/ende X(I!d iil illl'l' (,(I}/-
.il/llirtc /'11/11 'ii./JI:J'. 
C Deide HügelJl Werden erhalteIl bleiben, W('llli wir .\<lditioll, Sul,-
hactio ll l1. s. w. wiederholt ausüben. .Man gelangt so Zum allgelllcim'll 
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IX. Complexe Zahlen llU.! Fnnetionen eomjJlexer Yariabclen. ., 
" 
Begrilf der ,Jldio!l({lcn RechIIW/(/SlIl"lclI", welche die J\lü'l1zirulJg (als 
wiederholte l\Iultiplicatioll) eillschlicssell. 
Lehrsatz: 11 C 1111 1'1 lI/a/1 ((1« [/('(fe/H'lIe Nllllp7e,f'l' /:({!I7CII ir!/I'11i1 
/('('71'711' ratiollltlc Rcc71l11U1[!CII (/11. sO i:·;f das Ro!c/mi!:'s siel,; Iricr/cr ('illI' 
('omp7c:x;c /:11717, 
Eil/I' Ulcic7uII1Y. 1'/1 'Iel'/clll')' irql'l/da:elclll' (,Oll/plCfl' /:1/711"11 mliulIlI/ 
/,'ITIJ/flldc)/ erscheillell. I!7ci/il rieldi!/, /rtf7i; )/I!{}I 11171' !'or7,'o})/i//I')ldclI /:({M"II 
"Ilqleich clarrh illl'I' ('o//j I/(J irl 1'1 I I'}',>I'/,,'I. 
Als RpecialLLll deI' }'ol'lllcl C:) llIerke lllan :111: 
(7) (11 -r i!) (li 
Lehrsab;: 1)((:; l'rud"cf ,,'II'eil'l' l'OJljllf!irtc/1 /:111111'1/ i,>1 rein 1'J/l7 
}losil ir. 
Die Ergebnisse <lcr vorlit'gendell NUllllllPr hestütigen die Brauch-
Imrkeit der ersten in Xl'. I abgegeJH>nen Erkliirung. 
3. Geometrische Deutung der complexen Zahlen. 
Zur geometrischen Deutung dcr complexen Zahlcn legt mall ellll' 
Ehene und in ihr ein reeht."inkliges C()ordinnt.ens~'dclll fes!. 
Erkliil'ung': DI'I' 1'11111;/ l' da 1';/)('111' mit dl'/' A/',>I'i"sf' .i' :::-- 11 
wul der ()J'(liwllc ;1/ -= {i slfll d"r Bi7r7plIl/ht 11111'1' du.' !li7d '/I'/' l'ulJl-
pll',fell /:1I7t! (I, _L i{)) ,>I'ill 
(If 1<'iq. J). ])il' J';/il'//I' 71I'i,;:<1' 
"Ebl'//e dN l'o})/jill'.l'I'1I /:01,-
7"11" OdN k/l 1',:' .. /:UI17I'I/I,III'I/I'" 
(t'r I. 1). 
Dil' 1'-,\:-;,' liefel'1 di,' llild-
]lUI1 kte der l'('eJlell Za lIl"1I 
Ulul l!eis,t ,1eshalb die ..J'I'dll 
A,a" (Z,ilJl('nlilli,' ill I, 1). 
Ilic //-;\X(' ],('stdlt (allg','se1!"l1 
,Iv 
() Iv 
VOlll Xnllpunldl') ans ,lell Ilil,lcl'll de'l' ]'(,lll im'I!_6niin'l1 Zahh'll ulid 
hei~st dc,halh n\1l'h ,.illilu/il/iirl' A,i'!'''. 
Den l~eb('rg'a,lIg znL'olllj'l'Olirrlil/rt!I'1/ r. {r (cl'. Y. 10) yollzielll' lllnll 
WICh Fig. 1. Dalll1 id U ~--:: r 1'0:" [r ulIlI '1 c-:: r ,";/1 rt. ,\ls .. I'"lrli'-
dl/i'sll'll/{}u!,' ,1,,1' (;()lIlplp"ell Zahl (If _L i li) "I'g-ic'j,t "ich ,0: 
(1) 11 +- 111 ----= I' /'1),> Ir + i}' "ill Ir --:::: }' (co" tr .. i- i ~;/I tri. 
Erkliirung: JJr')' /:II"II('I'!'/II d(',> /I(((li/is /'1'1'/01' r !i,',; /li/I/jUIIII;I,.' 
l' /'I)}/ (a +- i{i) 1/l'i,,:,1 "lIh,>"I/lI(')' Ji,'fout" dt'/' !'Ii}}II//I'/I'11 /:1I1tI 111 !- i/'i, 




]Je/, H"illk,,){} i,,/ ill ]]"!/I'lillll{I/",' ,I{ 11" ,'."1' 11'/. I. ; I "11'/ /" /".,1 
.. Amp7itude" rle/' ('I)lilpki'c/I /'({!tI (1/ - /1,). 
Eine cOillplexe YarialJele .,. =,. li/I lif·j"t .. "1,1,',1/'(';11/,1" II,l.·!' 
.. /Jc.sch/'iinkl uriinrli'rlic/I", je Ilachdelll d,·1' J;i1djIUllkr 1' \'''11 I1 '.'1) 
in der Zahlenehene an jede Stelle gelallgr'll blllil "cl,·\, ni,·1t+. Im !"t/.1Cl'en 
Falle bilden die ge~amlllten für l' ZUgllllgliclwll "tdkll 1["1' I:lLl"1",1>C111' 
Fig. ~. 
lIen .. /)1')'1 /1), ,1,1' 1'11//1/,1"
"
1'11 
j'III·/I/II/),./I : ::-': .i' ///,'. 
IJie C{)I"I,j(,:-;I~ (;j',i.,.-,' : IlI'i'st 
... ,I,·IIIII·Ilr/l{lw l" ()d"j' kllrz .... /, 1/:1". 
f:,Jjs ihr Bildpllllkt /'i 11 d,'r la 1,1"11-
"}li'IlP Bt'\\'('g1lJlg'PII "illl g'i,,,","dlll-
liclll'll >illll"" 111l.führt. Eil!<' ,\, .. 
t ig.· \'aria\lI'lt- : kallil d'·lllllll.·!J lli'l 
Ullt'Il.!\id1 ,l.!'l'<l" w"]'(["II, 1I1ld d,'l' 
I\ereich eiller stetigp" ulid ]w' 
schriinkt YI'I'üllderliclll'll (;riis,"l .: 
ist stets ein: /!SII!II II/(' iI li/i lU/" 1/1 I/'s 
Stück der Zahlenebene. Als Beispiel diene das ill Fig. :2 dnrch Schral'· 
firung hervorgehobene Stück der lahlenehf'ue. 
4. Geometrische Deutung der Addition und Multiplication 
complexer Zahlen. 
Die Formel für die Addition zweier cOillplexen Zahleu: 
(1) . (n + i 1)) + (e icl) = (a+c) + i(u+d) 
liefert in der Zahlenebene die durch Fig. 3 dargestellten \. erhältnisse. 
Lehrsatz: Der Bilclpwtkt 1''' da Summe zl('(~i('r !'IIm)!!I')'I'//' X((!tfcn 
u:inZ gcwonnciI, indem man die Radicn vectoren 01' wul ()Pl der .'-'1(///.' 
Vig. 3. manden zieht und dicsclbr:n .'U))l {'lIrIl7· 
lelogrmmn ergänzt; der ricrtp (() '/e,/I?!I-
über7iegeJJde) };c7,punkt d i"81'8 I'{():((/lc!o· 
gramms ist 1'". 
Der Grundsat.z der Addition. dass 
der :;;ummenwerth UIla bhiingig ,on d<>r 
ftcihenfolge der SUillmant1en ist, wird 
durch die ausgeführte Constructioll 
dircct. evident. 
Die absoluten Betrüge der SUlll' 
manden und der f'umme wereIeH in 
Fig. 3 tlnreh die Liillgen der Strecken GP, 1'1'" llnd ()1'" gegeben. 
Fig. ,1 lehrt demnJlch den 
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IX. Complexe :6ahlell um1 Functionen (,olllplexel' Yal'ial,e!en. ;) 
Lehrsatz: DeI' ausnhlte Betrar; clel' Summe ,ZI1'ci!'r COIII]'!C)!'II 
Zah7en i~t 1Iiem({7s [/rösscr o7s die SUillJlle dei' u/),'o7u!c!I ficlrii,llc dl'/' 
SWWJ/(/ ndcn : 
(2) I(a+c) + i(b+d)1 < 1(( + i!)1 '-i le + idl: 
wul ({ns {;leichheitszeic71C1l flilt hier )//(1' druw, '/('e)/)/ die beidcn SUi/I-
monden !lleiche Amplitude 7w/Jeil. 
I>iesel' Satz übortriigt 8ich sofort auf Summen einl'r beliebigen 
endlichen Anzahl von Summanden. ,-
~och einfacher liisst sich (lie gcomptrische Deutung der Addition 
ütsspn, wann man die einzelne complexe Zahl in der Zahlenpbcnc durch 
cine solche )!(()'((7Ie7 mit .,ie!t "l:lIl,,1 rcrsc7/ieblJ{/rc Slrcc7 .. !' vel'sinnlil'ht. 
welche in ftir'ldlW,r/ ulHl ],iiJl,llC lIlit 
dem yon () nach l' gerichteten Hadius 
vectOl' der Zahl ühereinstimlllt. 
Die Adclition wird dann einfach 
vollzogen, indeJII ))Ion, rom ~Y1(171)/(il7;t 
() /}(;fji1l1/C1/(!. die den ;)wl/))/{/wle)) 
entslJ/'cchcl1dc1I Strccl.'cil )/ot!/ der 
"Iteflcl dcl' Strcc/.'enaddition in der 
F/)(~ne" an eiJlander trii!lt, wie dies 
Fig. 4 im Fnlle dreier Summanden 
andeutet. Der Em{pullld rler let,;:!e)) 
1> 
\ / \/ ./ I ! 
1 ~ ;' , 
__ ~~ _____ " _ 
() I \, I ~/ 
Strcrl:eist der Bilr/pnnld der S"J)/me; und ps gilt der :-;ntz, r/ass die:<l'!' 
j'/lJlU U1/(l/JI/iill,lli!l 1'01/ der A}/()J'({JlllJl,l1 der S/tJlliJllli/(/(')I i,,!. -
Für die Multiplicatioll folgert lllall aus ('1), ~. 2: 
\/(IIC-/1({)~ + (lid I-/)(:)~ ---:::: \/;7:;-+ /I~. \/('~ + de. 
1(11 + i/I)(!' +, ir/li --:::: 111 -I i/li· 1I idl. 
so llaSS der absolut!' Ddl'ag dl's PJ'oductp~ zwei!'r Facto]'('1l gleich ,kill 
P]'oduct der absolut!'Il Ddl'iigl' dpr Fadol'en ist. 
Bildet man 11cll11Weh unter lIeram:iellllllg der l'olal'llarstdlllng (11. 
:-;. ~l den An~atz: 
r(r:os,{t -+- isi1lit).r'(CU,, {t1 + isiJlW)::= rl(cos{t" 
so ist 1'" = )'. rl. lUll[ cs rcstirt die Formel: 
(cosit+isinit).(cos,{t' LisinW) == cosW I + i"illit". 
(rusit cosirl -,'iill irsin ir') + i (sinit I'U,'W co,.; ir sill W) 
cosir" + i ,'iiJl ,it". 
(I) . ('os(it +- W) + isin (ir +- ir l ) = ('I),d~" + i "i1lft". 
Nun sind zwei complcxe Zahlpn (rl, -+ i ri) und (?, + i Ö) llur da 1111 
einander glpich, 'In'IllI rl, :::-: ?' ulld ti == 0 ist, da sich sonst allS: 
rl, --1 i fi =-= J' + ir) 
für i derrCl'77e\Yel'th (rl,-)'):(Ö--!i) bercchnen wiil'de, was doch 
nicht möglich ist. 
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(i IX. COlllple,xe Z"ltlell lllJ,l Frll/l"li"I,·'" ,"'Illl']' ""I' \',d'!" 
" t..:\- ,-\-1 . l'j'l l}' tri) . ~'tus (4) folgt somit ('os;t = C""(,, ,-" I,'iii' ="i' I, " 
uncl also ist {tli, von einelll :'IInltil'hllll ,"ren :2:r "j,~"of,h.ll 1 w"klws 
wir jedoch hier vermwhHissigen tlürh'n I. ,uleicll (;t.l ,r' I, , 
IJurch Zusatz weiterer Faetoren ellhl'rillgt 11.,], "ll~'''IW'll1<' 
Lehrsatz: Der Ill);)o/ufe ]Jelru!! d".' 1'/,111/"1'1,,, ,;",,. 'i"/I,,III" ..1,,-
,zahl '1'011 Foctol'cn i8t qlcich dem "IJ/'IJr!/(('/" d,',. "I,,,.!,(I, " J;,I,''':I' .1"",,' 
j'actoren: die Amp7 itwlc dc.') l')"iJdIlCk, i,,1 ,llli'ii'/! rI,,. .. ,'"~ 11' '"' .. '/. i' ,I'"I,li-
twlen deI' ei il.2'el lien }'actIJl'cn. 
Einen analogen Sntz für die Di,isirell zWI,i,,1' ('''III]']'''''1l l.alrl"11 
wircl man leicht aufstellen. 
Die Erörterungen ,leI' heillell ldz!"11 '\lI11IIIII'I'Il Y"I']"illl'll " .. wohl 
den complexen Zahlen seIhst, wie !l"lI l'atiolla]"l! H,'clJIIlInU"II IIlit ihlll'lI 
eine concrete Bedeutung. 
5. Der Moivre'sche Lehrsatz. 
Der letzte Lehrsatz iu :Ir . .} lil'fert für llie 11'" l'o!t:IlZ "lllCl' l'ilIJI-
plexen Zahl (unter n eine g\tnze positive Zahl verstandeIl) : 
[I' (cos & +i sin &)J" = r" (WS)/l} --'- i ;iill 11 ;t). 
Setzt man t· = 1, so folgt: 
(1) . (cos & +i sin &)n = eOS)l l} ,- i sill I/ &. 
Formel (1) gilt auch für n = 0: denn in diesem Falle haben beide 
:-;eiten in (1) den Werth 1. 
Geht man zu den reciproken \Verthen der linken und rechten 
S"ite von (1) üher, so ist 
1 (cos & + i .)in&)-n = 
cosn& + isil~n{t' 
ulJfl tlnreh Umwandlung der rechten ~eite vermöge (5) :-;. 2 folgt: 
(C08& +isin{t)-n = co;;n& - i 8111 11 H', 
Nun ist für irgend einen Winkel t] stets cos (- J/) co;; J/ nnd 
.)in(-1) = -sin1). Die letzte Formel liefert also: 
(C08 tr + i sin&)-n = cos (- n).fr + i sin (- 11) &. 
Moivre'scher Lehrsatz: Piir jede gaJu:e positivc odcl" 1U;~fOli("1' 
Zethl n, sowie für n = 0 gilt die Gleichun.!J: 
(2) . (cos{t+isin{t)n = cosn{t + isinn{t. 
6. Radicirung complexer Zahlen, Einheitswurzeln. 
Als nte vVurr,el aus der gegebenen comple..xen Zahl r (casH 
ist jede complexe Zahl r' (cos {t' + i sin {t') zu bezeichnen, für 





IX. Complexc Zahlen ullll "Functionen c<lJllpl"xer YarialJelcll. "/ 
(1) r lll (cOSil1't ' + isin nit') = r(co.'it + isiJl {T). 
I r-Es ist sOlllit r die cindcutirj bestillimte reelle positive Zahl Ir. 
wiihrend für W die Gleichung: 
(2) JI {1' = it + :2 Jln, 
n n 
mit einer lid iclJi(1 ZU ,,'ii7t7CJldl'll (lanZen 7,ah7 11 bestehen lllUSS. 
Zwei solche \Yinkd W, dip um pin :\fultiplum von :2 n von ein-
aYl<ler verschieden sind, liefen1 ein ulld dieselbe Zahl r' (cus {T' + i sin it '). 
-'Lm erh,ilt aho lJt'reits lilIe nlt'll \Ynrzc]n aus r (cos lt +- i sill {t), falls 
llIan für l' nnr die II Zahlen v = Ü, 1, 2, ... , JI - I einsetzt. 
Lehrsatz: 1';,'; giclJt stets gCJ1C!U 11 t'crschinlcJlc )/1<' n-urzdll ((118 
I'il/(;)" con () rcrschic(7cJlen ('o}}/p7cxcn 7,({hl r (cos it + i sinit): dicse n 




.. it] + Ism- , n n 
V r [co.s (~ + :2n) .L isin (:f!" + 2n) 1. I Jl 11 il 
(3) 11 r ) I- r cos (~ _1- 4}~) + i sin (:f!" 
,n JI~) ], 
1';- [cos (: + 2 (n -::- 1) n) + i sin (~ 2 (il - 1) n)1 ' r ---- - --- .-
,n n n II 
~peciell für r = 1, it = 0 gilt die 
Erklärung: !,}iJ/{! cOJJJJi7exe 7,ahl, dcreJ/ uf ,' Potl/JIZ (llrich -i 1 isl, 
frci . .;:;1 cine "I/t " 1Vnr"e! der Einlleit" arier kllr.~ ('ine "Jl t ,' l';iJl/u/its/c/(/·:e7". 
Lehrsatz: Es {liebt YCJlan n ccrschiel7cllc 11
'
" EiJ/ltcitsn' 11 r.:·c7J/, die 
co. EI' •.. , I- n -1 7/Gissen mü,rlCJt: zufolrle (.'J) ist 1'0 I uJld ((7!tlel/leiJl 
.II i7t : 
(-le) :.l11 Ir ..:2 11 n E" = eus - + I S/il 
n n 
:m IIi7den fiir v = 0, 1,2, . '" n - 1. 
Formel (2), Xl'. G lehrt, das::; (lie 
]';iJll!eits/Cllrze7 er a7s nie PoteJ/::; WH 
EI dargrsfc77t werden kanil: und der 
letzte Lehrsatz in ~r. 4 zeigt, da5.'J 
(d7e nlrn lFnJ'zc7n (.'1) alls der ~Clhl 
r(I'/Isit isinit) durch llIu.7tip7ica-
tion Ilcr crsten uilter ihnen der Reihe 
J/((ch mit co, "I, .... C n --1 .IlCW0111lCil 
1/'a,{en kijnJlciI. 
Die Bildpunkte der Zahlen 1'\ in 




auf dem Kreise mit tll'lll n,,,liu,- I 11111 den '\nlll'll11kt, d,,]' kill'! dl·r 
,. Eililleits/,nis ,. heisse. JJ,d",i th,·j]"11 di" l:jl,ll'\1l1kt" dj','ll l\r"j, ill 
.) ;r 
n (!'leiche llo[[en tler Grösse =-'-, \11111 der ",'l!11ittpllIl1,t <1,,- Li"l"it-· 
u '. I1 
kreises mit der positivel\ ree11e!l "\.xe li,.f"rt '\1'11 l'riil"1l Th"i1l'1lIlkt. 
Lehrsatz: Die 11 1Jil,I1'I(/lI.'lc dcl' 1"'" Filii" ;/.'/1''/1':1 '
" 
" -I, /I, /I 
die Ecl,'cil (/r;,'jcnigf'11 dr;/il Eiiilll:i!sl .. rf'i .. ,,' ,'i,'.l/""c}'(" "'," I' (,,:/,,1,,(, 1I 
n-Ec7 .. s dar, dessen erde Er7 .. r: 'lI'i .r --- I, .'/ = () li',I/I. 
Die lJcigefügte Fig'ur he;:ieht sieh :1\1 j' ,j"JI F,'} I /I .-. :, I I'i~, ,', ;t, \ , ". I, 
Für die nil'dersÜ'JI '.Vertlli' )I hahuJI wir expli"ih': 
(il --- 2) [-(I . I, 
"1 I, 
-I i \ .. - 1 (H ,; ) ~'II I, (-I - I" ._-
.J ,) 
(11 - 4) 
"0 I. f l i, "2 --- - I, --- - I, 
-1+ V~ V " I. V-.1 (il - ,») Eo . - 1, CI ~-------~-- + 4. :! .) 
Allgemein nennen wir noch den 
Lehrsatz: Unter den 111m Eillheitswurzeln ist illl Falle eiilc,s au-
gere/clen n 1110' Eo = 1 reell, im Pa77e eines geraden n aver cl ic ueid!'l' 
Eo = 1 w1(l En = - 1. 
2 
7. Unendliche Reihen mit complexen Gliedern. 
Erklärung: Es sei eine tmbeg/'ell,:te An,:a7tl complexGI' :fahl")1 
(1) ((1 + ib l , a2 + iU2, Cl,; + i)i:l"" 
vor.gelegt, /11/(1 es ('xist/rr; eine endliche reelle or/I'r eOJilpkrr :fahl (/ CI;)I 
folgencler Art: Nach Auswahl einer "bclicliig" !.1CillCiI rCl:71eil :frlii! (). 
llie jedoch> () sein 1I11(8S, soll cs str:ts einen zu diesem Ö f/I'/,iirci/f11'1I 
enelliehen Index n geuclI, so dass fitr alle 111 > n der aliso/ttfl' BI'! 1'111/ 
Irl - ({,n - ivml < Ö ist. Kann 11;irklich einc--;;olc7w :falli 1/ WUI!?r/I""';' 
WlTdell. so hr:isst diese :falil (lic "Grenze" dlT :f((h7ei//'I'ih,' .( 1):' , 
(:.l) [J = 7im, (a" + il)n) 
n=oo 
Es seien nunmehr: 
(il) 'Wo =-= Uo ivo, '11'1 = u 1 + i~'l' W1l(2 11'2' 
complexe Grössell in unendlicher AnzahL 
Erklärung: nir: ans den "C+licdcrn" n·o. 11']. 1e2, ... (lldl/r.lllwie 1l1wl/(lIiche Reihe: 
heisst "crIJ/l·crrlrJlf". 1CI'lill die SWJ11J11' Sn I/eI' 11 11811')1 (;7il'llcr: 
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IX. Complexe Zahlen und Functionen eomplexrr Yari,l1,elen. !I 
fnr lilll, Jl = if;. eincr ~,lJcsti})/mtc)1 clldlichell" Grell.z·c S .:u"!rl'ld: i.,1 
Ilies lIicld der Fall, so lwisst die Reilte ,.dicCI'.W:II!", IIiI er"le/'{'11 F(l71" 
hciost S der ~,SumJllr;J1Iccrfh" oder k1lr;;' (7('/' " lT'c/'tli" der Reilll'. 
Unter Trennung der reellen und il1l<lginüren I3estandtheilc in cll'" 
eim:dnen (,liedern der Heihe sutze mall: 
Dann ist Sn = ('n i r,,; tmd lllall hat im Falle cll'!' COIl,crg"'llz 
der Heihe (+) bestilllmte (,1l111iche Gren:.lwerthe 7im, U" l1nd lilll, 1'", 
11 = ro 11-=-= ct:; 
wie auch ultlgekulll,t alls t!('l' Existem; <lerartip-ur Gren:.lcll eint' ebell-
solche GrPllze 7illl. S" folgt. 
n=(fj 
Ll'hrsntz: ])ie],'eil/{; (1) ist "tets Will 11//1' dall!! i'UIII'L'I'!/CI!f, ){'I'I!)I 
die Iwir/ell (//(o reeilen Gliellern I)CS!r:lICIU/CIl Jieiflcil (/(0 + /(, -1. 1(2 + .... j 
1!Iut (/'0 + /'1 -1- 1'2 +.,.) COII/'Ci"r/eld silld. -
Erkliirullg: Die ill (f) ,l/r.;flchclle Reihe hciost .,uJ//icdill!d (Ol//,er-
f/Cllt". lidls die ,:II!f!'hijri!/c Reihe der 11 {J.)07I1ff'}1. ]]cfrii!JI': 
(7) 
('()}l/'cl'!/cnt ist (vergl. die erste Erklärung in \'11, 4). 
AlL, 1/1;,,1 = Vu~ + d folgt I /In I <llu"l, I /'n! < I /l·n!. und aho i,t: 
11101 + 11I1! -+- ... + IlIn -ll < In'ol +- !ICl! + ... ..). !II'/I-11· 
11'01 + 11'11 + ... +! tn-l! < 11(',,1 .L !"'1! + ... -+ IIf'n-I!' 
Im Falle der unbedingtell COllvergellZ (\l'l' geilw (1) l'rgieht sielt 
hieraus auf Grullll von YTI, 2, Lt'l!rsab: ] If. rlass llil' hl'idl'lI Heih"1l 
(110 + 1[, + ... ) und (1'0 _1 /'[ + ... ) illl ~illlil' VOll \~II,I ullhl',1illgt Clll\-
vergl'nt siwl 11 lId i!lso eilll'll VOll 11('1' ".\ llon11l1lllg' 111']' Gli"dl'" 1111a hhii,,~ 
gigell endlich"11 SlilIlllll'l1\\'prth hal)(,lI. Let:del"l's gilt somit :l\Icl! YOIl 
der Heihe (I), da '''" == ('II! i VII ist. 
Lehrsatz: j';iIlClliI/iCdilii/1 COIIi'CI'!!ellle 7!eil/(' 11/1.''; ('lIlIlli/('YI'/i (;Ii,'-
dai/ //(It einen ton deI' Ai/()I'd!lllllfl da G7i('(!cr /fIlllli/I";II.(!/!!!'" /1(',..;1 i 111 111 1('/1 
end7 iellm 8/lIl/ilU·}/lI'crt". -
Ist ,e = ,I' + i!f (·ine eomplexc Variahele, nnd sind c" = II,,·~ i I"~,. 
('1 = aj +;1), , .. , complexe Constanten, so setze man 11'" = ('/I"": 
dip unendliche Reihe: 
(8) 1'0 + ('1,c' + ('2.: 1 + (':l~:: + .. , 
heisst eine .,1'oleIlJciI1l5 lJIil (,()/IIp7t.!'I:n U7icdcI'Il" oder kul'z ume .. (''1111-
plexe PO!I'Jl.t)'cihc". 
Für die zugehörige Heilte der ahsoluten llptriige: 
UJ) 1('01 + 1tt1'1:1'~ hl·l, + 11'.:1'1:1::+-'" 
existil't lli!ch YII, G p11hn'<1er eillc plll11ichl' redlc positiYI' Zalll !I, ," 
dass für 1.:I<r! Ilic Rl'ihe (!)) ('OJl,Cl'gl'llt ist. wiihl'l'lld für 1,:1" > 'I t!"l' 




"bel' die Conycl'genz (lcr Itc,ihe (!) I lill,l..r für ,j"'\.'11 "lldil"L"!1 \\'.'l'ill --
statt, 
Lehrsatz: F,;r ciJ/c CI)}}ILd"fl' flul"I:"I;;/(' /1/'/1/1 1111,1"/111/" 11111.'ll 
mit cwllie7lem I/1I(7i1l8 !/ 11111 dCII .Yldlj!IIJ/U ,Ir I' /,1/,1"" /" I" :" :"'1 ' 1/111 
SUf/CJUnUttun .. COnCCfr/f1;1,:/l'J'I'i,-i·' • .')fJ dll ..... ,-..; r/;" 1// ;ltt' .I/i,. //11 I/I "I 1'/1/1 (,'/1 
dic,"es ]treiscs all!lclIiirl'lIdl'J/ 1\1,,-1/11' : 11,,111,''';,1:/1 1/111'" (,'1' ,,1 I,'!, ""'/'('1,,1 
"ie ausserlw7l1 stets diClT!lirl: 1)llel" 111/1'1' di,' 11/l/",1i/l,/I, (',,,,,., ('I, I': ti,lI/,1 
fiil" jeden cm17icl!Cn 1VcI'th (Oll : ~11I1f, 
8. Functionen einer complexen Variabelell. 
Erklärung: ."iml ,:II'I'i I'UIIII""II' !'ru'il/I"/I' -.-- ,,' ,,,/ II/I,{ 
w =n + iv )lach einem }1:,:lI'/I- G,',';I'I,:" 11"1'1/'" /111 li"l/lId,{ 1/1,11//"tI'lI. 
dass zn dem cill,:-c7nen lrcrl//I: rI'T ,,/fl/llllllli!'!li!/"II" I'I/I'i/ll" "11 .. ,11'1:; 
ein 1Ycrth oder irgcl/(l eille A IInt/ti roll, 11'1'1'1111'11 11,'1" "I/I,I,/i IIl/i:/I'"'' 
V({rialJelen w geltiirt, SII /u:isst /f' I'i!li' ,.I-'II/!I'/i/)I/" dl'/' ,/)"1/,1"1'1'1,, 
Yariabelen z. 
Die Bezeichnungsweise der Functionen durch c\ bkürzullgell JI:), 
F(z) u. s. w., die explicite und illplicite Darstellul\.u'sweist~ Ül'r FUllctiq-
nen, die Begriffe der Inversion, der Eindeutigkeit Hn(l },I~hrd"utigkeit, 
sowie der Begriff der Stetigkeit der Functionen übertragen sieh VOll den 
in I, 2 ff. betrachteten reellen Functionen ohne \Veiteres auf die FUllctio-
nen einer complexen Variabelen. 
Erkläru ng: Erscheint im Ausdr1(c7~ der Function f(.:) die 
VarialJele 2' mit irgcndwelchen comp7exen COIIstcwten nur durch ratio-
I/alr; Rcchnullgen 'arlmülift, so heisst f(.t) eille ,.ratio)/ale" FUllctioll; 
kOlllmen nelJen rationa7enRec7wungcn mtch lVllrze7,:-iehlillgen in mdlicher 
AII.mltl ~'lIr, so lIennt man f(.t) eine "irrrdiolla7e" Funeiion ~'on ,? 
Lehrsatz: Jede mti"ncüc Fnnäion f(',) ist eine llciill{cufi!le" 
F1wction ihres Argwmcntcs; (Jci der Berccl/Jwny einer irrotiollull'l/ FUllc-
tion liefert das A~ts,zichcll Iler n tm lYlly,Z'e7 aus eilwf1I ))I'sfiJl/}ill"JI .,1/(,';-
tlnwk stets "11 ?;crschier7C11c A~tsariid'e" (cf. NI'. 6). 
Um die elementaren transcendenten Functioncn für ein cOlllplexps 
Argument zu definiren, benutze man die Entwickelungen in Xl'. 7. 
Erklärung: Dic "Exponcntia7fllnetion" 1;2, sowie die "frifJOJiolllcfri-
,)I'hm Functionen" sill Z u/ld cos,~ sollen fiir ein ueliebiges COIII}l71'/'1'8 .: 
.Ijcyeucn sein durch dir: 8lOnmcllwcrflte der 1'0tCI/?TCihclI : 
,0 ,2 .2';-; (l) c;": 1 + + + +"', 1 1 .2 1 .2.3 
(:!) ,-;in,:- ,Z,.:JJ 2'~) 
1 ') '--) + 1 .2.3.4.5 ..... '-' 
Ul) ~,2 ,:+ r:os ,:- 1 - ------
1 .2 1 .2.8.4-
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IX. COlllplexe Z"lll"J1 1111'.1 Fl1l1CtiollCl1 COlllplexer Yarial,e!l'll. 11 
Infolge YII, 0 und YII, 10 sind diese l{eihf'n fü!' jedes emlliclJ(' .: 
unbedingt COll\ergent. 
Dureh eingehf'llllere Ueberlegnngen knnn lll;ln zl'igen, das, eine 
Poten/a'l:ihe im Iuneren ihres Couyergcnzkreises eine strlifl" Function 
eles _1xguwentes ,;' cbrstellt. 
Lehrsatz: Dir! FlUltfioilcl/ 1". cm;:, . ,ill" sind /iir alle ('mllie/II')I 
Punlete der /'O!dCllCUI')/I'. d. i. fii)' 1I11r: (')lIlIi'}I!'11 lIi:rlhe: ,'il/l7cllliU /li/d 
:;tdi,rJ: /{)u{ sie fl!'I/I'1I (lI(f der )'1'1'171:1I.1.xl'. d. i. fiir .: = x, ill rli,' friillc) 
II'li'in uctrac/ddclI Jl (Tf//(' c', sill.l'. CiI . .,;i' fiber. 
(I) 
Erklilrnng': fjil' /<'ul/l'lilll/l'lI 1.1/.: UI/!l ('1.11.: (/'I')'!ll')/ dl/)'/}I: 
. .,il/.:· 
(li ,: =-= 
co::.; ,Z' 
('0::'-;,: 
I'I!! .:' =- -.-
Sill.:' 
/ii I' 1117e CJllII idl(:n comp7eren Arf/lU)/(:ilil' .: erklärt: /( J/(7 end7 iell lee}'(/ell 
die FUllclioJ1cn 70[1.:. II/'I' Sill:, ((re C08 ,:'. ((1'1'1.11.:' 111/(1 ((reelil.: /Je.:. ({7" 
il/rC/'se F/Illdiollen /'0)1 e'. siil .:, CII"; .:, 1,11.:' IIlId cf[l.? rlc,tiilil't. 
Dipse Funel.iouell llehmen dann gleichfalls für reelle .:' =.1' die' von 
früher lwl' bckallnh'll \Verthe lu,!/ J'. ({rc sill J' de, an. 
9. Zusammenhang der Exponentialfunction mit den 
Functionen ~i)/ ,:. und co" .:. 
Aus FOl'llld (l) ~l'. H folgt: 
. (' .)" 
't + 1'~;2· -I 1 . :2 • ;; 
Da nun I'! = - 1. I:: =- - i. i l =- 1, ... if;t, und da (1,,1' \\'erth 
,'iner nnbe(lingt COllv('l'grnkll lleilH' l111abhiillgig VOll d(']' _lllOl'dllUlig' 
(1,'1' Glieder i~t, so folgt. weitcr: 
Ci: = (1 - 1':.".). + ,I )' 
_ 1.:2.::. 1-'" 
+ i(',,- + 1 .2. :-j 1.2 .. ü _ .. } 
Der Yergleich mit (:2) und un Xl'. K liefert die erstr der ForlJleln: 
(1) . I'iz = ['os.,' -1- i,..,iJl.", c- i : = (;OS.:-i8in.:: 
die zweite findet. llHlIl auf analogem \Vege. 
Durch Combination der Formdn (1) findet mnn Ausdrücke für 
1'11"';.:: und ~in .:' durch die Exponclltialfunction. 
Lehrsatz: X/I' ist/I eil drr E.rpo//cl/ti(((fllildiol/. u//d cll'll Iri,!/o}li!-
IJIclriscl/('iI FII/lcliollen sin 111111 ('Os liesteId der /711rdl lIi/' ]-'lIrlill'7n ( I} 
Ilml ilm' r-m7.'cllrlW.IlI'iI: 
(2) ,,,i }/ 
(/= _ C~i:: 
:2 i 
da fflcstcl7I I' /'118(( mlllcn?/({ //{I. 
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12 IX. COlllplE"xe Z,dtlel\ '!lid Flll[(·ti""811 '·":lIl,:,'~ .. r Y"r: ,':,. ,'"l. 
Speciell silld CII.' X unll .,i/l J' mit (11'//1'111 .\n[lUll"llt I Il1lrch ,li." 
Exponentinlfunction mit rein iil/lff!i/lfhlill .\rC!'ll1Il'·lll " ,j.lr,l,·ill",]'. 
10. Die Additionstheoreme der Functionen I "11 .. 
Zwei unbedingt con,ergente U .. illl'll 
(1) ./('" + /('1 + '/1'1 + .. . nnd J/'" J/:l .:. 11 
können mit einander Illnltiplicirt w"l'llc1I 1111<1 ~·,·1)('11 ,l:tlll'i di" I:,il,,' 
(2) g.;: + (1'1 
in welcher die cillzelrH'll Glieder die 1:"lleulllll!.! II;d"'ll' 
Durch einfache (hier nieht Hll,zufiihrelille) B.'tr;t,·IItllll!.!"ll z"iC!t 
man, dass auch die Heihe (2) unhedingt C()llv('r~'("lt i,t 1I11'! "j, \\','rt:, 
das Product der Werthe der beidelI Heihen (1) !)(',itzt. 
Die Anwendung dieses Ansatzes anf die llf'i,lpll I :eih"ll: 
., 
., , 




-l- :'J. .l ..:J. 
-
1 :2 ! , .. ! ·1 , 
" 
2'2 
_,:1 ., , + 













(,21 • ('Z2 === 1 ..L (t + '1") .J... GI~ + :Cl .~ .) .J... ~D - . 1 
dass hier U"~ allgemein die Bedeutung hat: 
,."n ,..,H - - 1,.., _.n - k 
.
" "'1 + "1 "2 + ", 
'/f'n === , , . ~ ... + , 
n, (n·~l). 1 (n·-I .. ) , 
," '~~ [ I .. ! 1-'" T 11 ! . 
,}(." - .!..["n + (n) ."n-1" + ... + (11) ,n-I; ,I; .L 
n - iI! "1 1 ,. l "2 k .. l ":! 
Die Anwendllng des binomischen Lehrsatzes (III, :/) lit'fcrt al"", 
L L,--,:,!=-: 2) j, .L 
I/ ! 
Da hipr rechts die Exponentialreihp für .: = ':1 .J... ':2 steht. ,,, 
ergieht sich der 
Lehrsatz: Die EXjJollcntialjullifilJII lIIil delll "Ir!!III!II'I!lc (:l .J... ::!) 
i~t g/eid! drm Prol/uel der Expo}1clltialjwlI'lioncl/ mit deli Ar!!IIIIII'/llrll 
~'I w/(I ,:'2.' 
(3) 
Diesllr Satz llCisst das "j 17r! it iIJl/stlu'liJ'cJII (, cl"r Functi"n I". 
Zufolge (1) }Ir. !l kann mau die l'IJ/((rr!(I}"Sfcl7l1l1l! ( J). ~. 3. eilll',' 
cOl!Ip7e,rI'II 7,altl folgenclermaHssou schrriben: . 
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IX. Complexe Zahlen und Functionell complexer Y"riabelell. 1" 
(cl) . ({ +- ilJ = r(costr +- isintr) = n:1i. 
und speciell hat lIlan für die IIlen EilllwitSICU/'.:c711: 
2 71i ~ J1 i 2(11 --1) Tf i 
I' 11 
Da siGh durch wiederholte Anwpndung' von (:1) leicht (e')" 15": 
ergiebt, so findet man für ,: = tri verlllögl' (I) :-Ir. !) sofort aen 
:\Ioivre'schen Satz (1) :-Ir. :) wieder. 
Indem man die linke und rechte Seite der FOrtllel: 
Vel'lll öge (l) :\ 1'. !) ;msdl'iickt, JiJl(let sich: 
I'IIS(.:I +:~) 1: i.'iill (:1 -i ':2) = (eIlS:1 1: i::;ill·: 1) (cos,t l ± i"ill·: 1)· 
Entwickelt man (lie rechte ~eit(~ einmal für die oberen, sodmlll 
fi·tl· di(~ unteren Zeichen. so folgt durch CllIllhination (ll'r beillell ellt-
~)ll'illgenclell Formeln der 
Lehrsatz: Fiir die Flfllctioll!'ll "ili.:' 111/1/ co.';.: Udlcll die "AdrlilioJls-
/1)f}lIf7J1': : 
(/i) ["ill (:1 
tC08 (:) +-
2':.!) == siu ,2'1 co,,,,:, ':;2 -1- C(j~ ':'1 ,,,,in.:':.!. 
:'J = Co,S .:') co~ ':'1 "in ':'l ,~ill ':2' 
Für reelle .A.rgumente kommt. mall auf clie hek"Il1lten .\<lditions-
theoreme dl'r Trigonometrie zurück. 
11. Die Periodicität der Functionen "ill .:. "0.'; :. C 
Setzt lllan iu (G) \"1'. 1 () für _, den \Verth :.l;r ('iu 11nd heri'lck-
~i('htigt ,'os:.l;r == 1, . ;ill :.l;r =- n. so folgt: 
( 1 ) 
Fig. !1. Fig. I. 
4i.T 
• z t- 2i;-( 
I /.-2 Ir z+ 4:( 
2i" 
() • z 
o 
• z-2i ,~r 
-:2i:r 
r,('hl'sat~: IJic Flllli'lililll'll "ili.: /11/(/ 1'11,'';.: 1(111)('11 tlil' ,,})I')"il)(/"" 
,:!71', r/. 11. die 11/'1'1//1' r/,'r VlI/iI-/iullr:1I iillr/'')'II .,i,·/t lIi')II . .lid!.'.; 1)11111 r/I/.'; 
"((I/llil/l'lIt.: 11/11 .:!7T' I'I?I'IIII'/tri Ur/''/' 1'I'I'IIIilll/,')'I. 
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,Yenn lllan demnach (Ee Zahlpllchcne. wie FiC!·.lil:t.\-.--.1 1111,1,'111("\. 
durch Parallele zur imuI/ilir"ircll ,\.:.;e in laut"r 'tl",·it"'·1l \'''!1 ,J.T l;r,·iTc· 
2rc eintheilt, so werde); elie Fnllcti"llCll <i" : Ull'] ,'", li'lr 11"lll"J"C!,· 
Punkte eler Streifen (z. D. die in ,ler FiC!ur 111;1rkir1<-ll I'llllkl" 
.2" +- :2rc, ... ) immer wieeler <lieselhcn "-('r\h,: "lln.,lLlll"ll. wi,· 11Il" ,l"11 
ersten Punkt .Z". -
Ersetzt lIlan in der Formel I· i ';' - ("lI." -r- I .... /11 
z' durch -1- :2 7r), so folgt, (Ja s.,; ,.' --:.:i'1 .!._r1!.jt')l " 
,J:,,, . \ l"" 11111,'11 \ 
i,t. --'·\'l".·d,t 
man hier i/ ", so folgt: 
(2) 
Lehrflatz: J)i~ j';J"!){)w;J/lill/(IlI/I'lilill ,.'; /IIIi '/i,· .. i/l/l{'/I//lII"' /'"'1,,,1," 
.:!irc, d. li. der lIi:J"fh der FUl!dili/i iim/,'(/ .,i,·" lIi,I,I. /;rI/.< /1)/1/1 ,I", 
Argnmcllt z um ,:! i rc 1'1;1"1111'111'1 lir/,:r /"I·)"lIlill,/,·)"I. 
,Veull man demllaeh (li(; Zahlllll"\J<'Il" dUl·"iL 1';lr:.II,·l,· zur (,,-11,)/ 
Axe in lauter Streifen der Bl'I;it" :2rc 11illtlH,ilt (eI". I-"i.'.!". -; 11. \. ~.). ,,, wird 
die Function CZ in homologen Punld"ll dil'sl'r ~trl·ifl·ll. d. i. fiir di,· 
zugehörigen Argumente .2", stets gleiche "' .. rUH' allllelLllli'n. 
Uebrigens folgt aus (1) und (2) die GültigkPit <ll'\" Gleidllll\!.[\'ll: 
(3) sin (, + 2 vrc) =8111 z, COSet -;- 2 ll:r) = CII.< .:. (-2' erl =c: ,: 
für .iede ganze positive oder negative Zahl v, 
12. Die Function 10[/ 2' für complexes Argument. 
IstlC = "11 -I i D und setzt mlm c'" = 2 = i"(:" i, sn g'ilt l'xplicitl': 
i sill, u) = r (co..; ft ...L i sill it). 
Durch Trennullg fles Heellen und Imuginüren, sowip CombinatiulI 
der entspringe]\lllen Glciehungell kann man folgern: 
cH = r, 1{ = /0(/ r, C =ce ;\- -;- :2)I:r. 
wo lori I" der natürliche Logarithmus von I" ist, wddlcr !Hu'll I. li ul\d 
H, 7 einen cinc7clltiq bestimmten ,Yerth hat, und wo V pine /w/i"/,i!/ zn 
wiihlende ganze positive oder negative Zahl odm' () bedl'utet. 
Invertirt man e'" = .Z in w = 1o!! ,0', so folgt: 
/0:/7 = 10:; r (ft + 2 li:7) i. 
LehrslLtll: /)~r lIali;l"/ir;7t~LoW(l"itlum(.~ 10(1.:' fiir ciJ/ (,,'/i,.I'/'/I·., /"J/}J-
111 C.X"eS A I"qUlllcllt .: i.'1 in da Art ., 1(J1c/lrll ich L"il:7r7~nt i:r, rllfS" rll"r 1"",,11, 
lJestrf}/(/fhci/ !"I))/ /Of!;' als 7o.l! 1" eindclltiq l,csli})1Ji11 i.,I. 11"1i/1i"'iUI I/i")' 
Fr/clo)" um i im illlllijilliirJ'1I licslantU"cil Ton 101!2' f//I'ir'lI der _lll1l,/ililll,' 
{rUIlI ,0. 1"''I"lIlclld IIlII ein ()(:liclJifjC8 l11u7tilJlWJ/ um ,".!:7. isl. 
Die Zahl)' k:lllll man in (1) so auswilh1cn, dass 0 <ir -.- :2 1':r / :2;r 
wird. Diese ,\'uswahllief(,l"t elen "I!II/(llf/ccrlh" c1crPunetiun 7011 :.' 
Soll Im! ,0 reell sein, so muss .e reell und pOoiti,- sein, ullll ("s i,t 
<ler lTallptwerth zu nehmen. 
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1:\, COllll'lexe Zahlen und :Fnnctionen cOillplext'l' Yctl'iabelen, 1;) 
Die IIaupt"erthe der Lognrithmen negativer 1'e e1l ('1' Al'gumellte 
2' sind complex, nämlich gleich (70(/)' ;r i), 
13. Die cyklometrischen Functionen mit complexem 
Argument. 
Den Entwickelungen in )Ir. !) entsprechcnd, basen sich die cyklo-
metrischen FunctionCll <lurch den natürli('hcn Logal'ithmus nusdl'ückcll, 
und man kanll demnach (li(' EigPllselwih'll jener FunctiollPll nns denen 
der Functioll 11)11 alllc,it,'ll. 
~lus (1) 1\1'. !) (olgt Jlii.mlich, WCIlll WUll 11' statt ,: ,'chreiht: 
'/I'i ~ !O!I(('O"; /I' i "ill If'), 
:-;et:r.t mall somit sill 11' ---: .: und also 11' -ce- ((rr: "ilI.:. so fulgt: 
IO,l/(i: VI _:2); 
und e111e iilmliche FO],lllel ''l'.!..!il'llt sich nil' (()'/' I'OS .:, 
Für (()'!' 1,1/.: knüpfe man all: 
c'l' i COB/(} + i sill 11' 
=== c:2 /[" i == ___ -'-__ _ 
1'-11'; CO,O 11' 1 li/li IC 1 - i t(1 U' 
und setze hier t(I/C = ,:. und also /1' = (()'e f,q:::, 
Lehrsatz: Die ])u)'ofc!7/111[1 de)' }'undioilcil Ilrcsill: ulld ((re t!/: 
durch dCII LO[J({)'itlwms /ein7 !lc7iefi;)'t du)'c71: 
(1) 
{(()'(' ::;in ,: 
lll)'l' t!1 : 
1 . ,.--) 
= -: /()(I (i.: + ~. 1 - .:,e , 
I ' 
1 (1 I i .:) 
-----; Inll" .-' 
:21' \1-1.: 
14. Differentiation und Integration der Functionen einer 
comploxen Variabelen. 
EJ'kliirullg: FilII I'inel' ('lIlJlj'!CJ'I'1I (;)'ii" .. ;(" well'lil' Ir!" .,tcli!/f' 
J'lIl'illllf'lr: im Siill/(: dl')' el'"tell ]~')'Uiil'l/)I!I in XI'. ; /Je/c, i)// Sinne ((111 
I, [.': die ~Y/l/l :/I/' (;rCII:I' hat, 011111' lIIit f) idcllli,'cli . ."11 1('('}'!lI'II, "'(ud IIhlll, 
3ir. /(,G/'de IIIII;illlIiel! !<lein, orfe/' )//(/)1 S(I,'Ji 11111'71 (ill ii/Jertm(jcl/I'/' Sjl1'1'I11-
/I'ci;':I'), .'iic ".';ei·; llilci/(lliel! 7.'1eill, 
Bl,i einer ullcmllich klciJlCll cOlllplexcll Gri',ss" ist demnach ,[er 
absolute Betrag' l111enrllich klein, \\-ührl'1lI1 die .\mplitllcle in keiner 
,Yeisc bcsellrilnkt ist, 
Benutzen \\'il' üie in )\]'. ·1 h('''proeheno Denhlllg 111'1' "Olllpl"''''lI 
Zahl"n durch p:lrallPl mit sich w'rschi .. hhal'e Stl'('('];:ell d,'!' Zahl,'II('],ellc, 
welche nach l,(i.IUII: lind Ril,litllll,ll iixirt silld, so 1yünl" die zu elliellt 
Ditl.'el'l'lIt.i'II d.: gchiirl'nclc Stl'ccke eillu vCl'sehwilHll']](l kJ..in \\erdcnde 
Länge, ,11Jl'1' 1lPliehigc Hichtung' hesit:r.en. 
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11; IX. Complexe Zahlen ulHl \··ll11ctiolWll c·Ollll,\.o",'r Yari" ["i"lI, 
Ist f(;;) irgend eine Function der coml'lexen Yari"lJl']..1l ''') ist 
der dem ~lrgumente 2 und dem DiH'el'cntial d: entspr,'cLcnd,' lJill'l'ren-
tialcluotient von f(;;) gegebeu durch: 
df(2) ljz + rlL:-::-_/1 :) • (1) d: 
Hiermit ist analog' wie in II, 2 der .J!-/'I'II:/I'1!'i1l': eler 1'('I'hl('11 ~eite 
von (1) für den F;;ll gemeint, d(("" I)ci ')1'/ idiill, 1//)1'1' ,1/1'1/ (I'{ !" 1('1 i/, I! I'/' 
AII/plitude 1'011 d,:' dcr ((I)oolulc Bdl'll!1 1'1111 ,I: "III/!: /-;",11' /.'/11" Il'i(", 
Es gilt der merkwürdige 
Lehrsatz: Fifl' I/ile liliCll, '1(:{((/l11/I'/"/I FUIII)i'/I/i'/I (I: I i,1 df'/' 
Ditt'I'/'!:ntialrjuoticllt ci 111: "IIU/' 1.'011,: ". 111)1'1' .. /li('11i 1'1/11 '/1'1' • 1/l11'/1/lu/1 " '/I'S 
DUferelltials rI,:' al!1liinr;clU{r: FUllI'lion /,(:). 1('lhlll' lI'illl,'( 1/1, oo.II'/,i-
fUllg" bc,:'cic/lilct wird. 
Es soll dies an folgelHlcn lki"l'iel"1l aus,!..:'"i'i'!I,rt \\'I'rd"". 
Für die Function fez) = ,:" übertriigt ,i"I, di" ""1 ,\IIL'I'C!'" \'()Il 
Ir, G ausgeführte Rechnung unlllittelLal' ulld livt't:rl .1 11 :) 11: 11 I als 
~.\.bleitung. 
Für die trallscendentell Functionen kni'lp!',' 1lI11l! an ditO I '"t"IlL,-
reihen. Durch eingehendere Betrachtungen liisst sich zel,t"ll. Ib S5 
l1H\n aus: 
(:2) 
,imeh gliedweises Differentiiren der rechten Seite die Potenzreihen-
elltwiekelung der Ableitung ge"innt: 
f' (z) = Cl + 2 ce ,:' + 3 {':', ,:2 + .Je 1;4":: -'-
Uild (lass diese Reihe denselhen Convergenzkreis, wie di" lteih.. (:2) 
hesitzt: 
Die ,\nwendung auf die in NI'. f3 angegebenen Reihen lehrt: 
!l (C Z ) ,d sin ,:' (7 LI)S ,,' 
d,,' = C', ---;,-;-- == ('OS ,:', ~ = - "in :. 
Ueberlmupt findet Illan, dass alle aus II, G ff. bekannten Ditl'erential-
formeln erhalten bleiben; und da die unbestimmte Integration nur die 
Inversion der Differentiation darstellt, so gilt der 
Lehrsatz: Alle in IJ und 1'1 bei der ])it!'crcllfiatioJ/ !{lId der 
/l1I(Jcsfimmtcn Integmtion unserer ]i'unrtirJilcn rfe)f'O)/III'IICll Formelll li/ei/Jen 
/lnn:l'iil/(lcrt bestehen. falls an Stelle ries dUl)/oliqCil I'celll'l/ AI'(/lfIlICl/le,-; .I' 
/(1/(1 Difrercl1tials dx C01nl'(CXC ,:' w/(l d,z trefell, sou'ie ((I/(Ien;rscifs die 
1'1/1'(/ im Auscll'uc!; ron f(.:) vorl;o1ll1l1cllden Cli1l~f((llfclI CoijjlCiclIll'/1 ("!III-
i l / ur l rert/w habell. 
Zu wcsentlivh veräl1(lerten Yerhältnissen gelangt mall indessoll 
bei d,;n [JCstil/l/JI/cn Integralen. ,\n Stelle des auf der reelleIl ~-\xe 
g<'l('gtmell Intcgrationsintel'valles (cf. \'1, (;) tritt jetzt aie ooJllfcljrrrtiollS-
('lU' CI'" , welclw die untere und obere Integralgrünw auf.,irgend einem" 
ill det' Zahlenebellü verlaufenden '1Vege verbiu(let. 
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X. Hülf,siitze aus der Algebra. 17 
~\uf die hierdurch begründeten Complicationen wird an dieser 
Stelle nicht eingegangen. 
X. Capitel. 
Hiilf'ssHtze aus der Algebra. 
1. Fundamentalsatz der Algebra nebst Anwendungen. 
Es sei f(.x:) eille rationale ganze Function des ntell Grades: 
(1) /(.1') = ({lI ,1"" + {/1 :l0n -1 + ({'2 ::c"-:l + ... + (In -1,( + 11" 
mit /1 > () und mit recllell Codficienten 11 0.111"'" Il ll , ,on denen der 
c!'ste (/,/ < 0 ist 1). 
In der Algebra zeigt man den 
Lehrsatz: Die ~,((I[lebraischc Glcicllllng" f(r) = O. d. 1. c,I'J.!7ilitc: 
(:2) 
1J{'sit,d Jedenfalls cincrcclle ode/' eOJllplcxc Zalil ,I: = (( als "Lii"IIII,II" 
,"Icr " Hllr"c7;;, /1'lr wele/II: f(a) = () ist. 
Dieses Theorcm wird wegen seim:!' grnllllll'g!'udl']l Bellentllng l'ür 
Ilie gesmulllte Algelmt als "FIlIIIl!IIII1'/!i((lslt!,' der AI,I/cl)}'(!" hezl'iclnwt. 
Ans dem Fundamentals:\tz folgc:rt mall leicht, dll,";.' die (;I,'il'/l/l.llI/ 
(~J) lIil111 lIilr eil/I', sOllrl!'l'n il/II/II'I' 1/ I\'/lr:pll/ l/l1l. 
Bei Division dl·r Fllnction ,/(.1') durch (.I' - rr) miige nülIl]iel! dip 
FUllction (n - 1)('11 Grades /1 (x) nls Quotient lIml die v.,n .I' un:\1>-
hii.ngige Zahl l' als HI'st eintreten; ll:l1l1l gestattet f(Y) dip llnehl'ulg'l'lllle 
Darstellung: 
. /(,r) = (,I; - a)/I (J) +- r. 
~ctzt lll,lll ,( = (t, so folgt. 0 = r. und also ist: 
(+) . l(x) = (.c - ({)lI (r'). 
Ist /1 > 1. so WI'Ilcle m:1ll dieselbe Dctr,lchhmg nut' .1; () an lIud 
tImlet ./; Cr) = (.1' -I)J~ (.)0), ·wo 11 eine rcdlc oller cOlllph'Xl~ Zahl und 
.f~ (.1') Cilll' Vunction (11 - 2)'l'11 Gracll's i~t. 
Die \Yil'(h·rlwlullg 111'1' g-leicltC'1l CcI!l'r]t'gllng !'Lir j~ (.r) 11. ". \\. 
liefert dOll 
1) :Dil' l\fehrzal\! det' ,,,,,itercll Enl\\"ickl'!llllgcll ]lleiill bei ('{III'/I/"YCII 
Cui··fficjcllten ((Il!' •• giilti<~~:, \\'~'s jedoeh jlll r~rcxte llicht \veitl'r Y{~l'f()lgt wird. 




Lehrsatz: Die (J({II,U' Functiul' ,/IJ) "'JII' "L" (((11,1, 1,1.-.,1 .,i,.), i/l 
das Product '1'on I/ "Lill~(lIf"cfo)'i'W' :"I'I'~I"': 
(5) . fex) = ({o(x-a)(i-IJ)(I-,) ... I, -"i, 
?i1~cl hier silld a. /1. c .... , 11 die 11 ~,1\~'II':')'i" ,/,,( 1,/, i,/",,':I TI I 1= 11. 
Die bei der Abtrennun ft des letztl'll J,ini"JIf;",tl>l'- (Ci ,- ,,) ab 
restirender Factor auftretende Functioll /" (.I') i.'( VOIil 1111111 eil (;rat!". 
d. i. constant; und zwar ergieht sich ah \YI·)'th ,li,·",·), ('''11,1:J1l1''1l /I". 
Sind die\Yurzeln (t, {I, •.. , JI theilweis(, ("c!,.!' C""r "illlllll1i,,!,) "in-
ander gleich, so seien a, U, ... , I (li" versclli"c!"IIf'1l 11111,,), iJlll,'II: 1I1l'] 
es trete (x-a) in (5) im Ganzen (1--111;11. (I-I,) ,J!",I' /)-111',] 11, >. w, ;1111'. 
Lehrsatz: 1m Falle ,,))/clujill'II/;/," \1'1/1':"11 l"iI 111/1/1 ,I" /.i/II'/I/,-
factorcnzerlc[/M/l[/ : 
(6) fex) == lllj(.t:-a)"(.r-{J)1(.1-'); ... (.1'-/1;' 
wobei u + ß + y +- ... +- A =-= 11 i,o;I. 
Ist eine der \Vurzeln complex:, z. B. 1/ c:- ,,' ~ i 1/", "" flJIC"t ;Ill, 
f(a' + i ct") = 0 auf Grund des zweiten Lehn;atzefi ill J \, :! \I','g,'11 
der Realität von llo, a l , ... , an die Gleichung f(I/' - i ,,") :-- 11, 
Lehrsatz: VVircl eine al(fcbrai.schc G/ci.1wlI.'I lIIil (1",1/"., ClJi:!.'ti-
cienten dltrch die complexe Zahl (a' + i ((") ue/riel/i!lt . . ,<" l//d "i,' (li/eil 
die Z1I (a' + i a") conjugirte Zahl (a' - i 0") ;:Ilr lT"Ill'.ze7. 
Schreibt man (x - a)'". fl (x) für die rechte Seite ,on (6). so ist 
f'(x) = (x-a)"-l[ufl(x) + (x-a)f{V)]: 
und da j~ (a) < 0 ist, so folgt der 
Lehrsatz: Eine u-fache 11Turzel 1.'011 f(:;;) = 0 ist CiHC (r/, - 1)-
fache ll'itrzel der dltrch Differentiation zn (feleimlellelC)! &/eicllllll!1 
lex) = O. 
Speciell für u = 1 fulyt f' (a) S o. 
2. Partialbruchzerlegung der rationalen Functionen. 
Eine mtionale Function R(x) lässt sich nach I, 4 als Quotient 
(I (x) : fex) zweier ganzen Functionen g (,l;) und fex) darstellen. 
Ist der Grad n des Nenners fex) nicht grösser als der (;rad I/I 
des Zählers g(x), so dividire man mit fex) in [fe;;). Es entspringt als 
Quotient eine ganze Function G (x) des Grades (m - /I) und als J\e,;t 
eme ganze Function h (r), deren Grad< n ist: 
(1) R (x) = G (::1;) + h (x) . fex) 
Man stelle nun im Anschluss an (6) NI'. 1 mit Hülfe emer gleich 
zn bestimmenden Constante Al den Quotienten h (.:r;) :f(x) so dar: 
(2) 11 (x) h (x) Al + h (x) - Adl (X) 
{(r) (.l;-a),"fl (:i:) - (x-nY' (x- a)"fdx) 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043169
X. Hülfssätze au, der AlgelJl·a. 1 !l 
wobei der Grad des Zählers [It (x) - Ad! (.1')J im letzten Gliede Oft'l'll-
bar< 11 ist. 
Sind nicht gerade I! (x) und 7/ (x) zugleich vom OIPll Grade, d. i. 
constant I), so können wir .Al so wählen, dn S8 die ganze Functioll 
rlt (x) - Ad! (x)] den Linearfnctor (.r - a) bekolllmt: 
h(.I) - Ad! (.r) = er - a) ·71, (x). 
Man hat nur zu diesem Zwecke unter AI 
constanten ""-erth h Ca): f~ (a) ;l,U verstehen. 
weiterhin den endlichell 
Formel (2) liefert Ilnn: 
h (I) 7/ (.r) 
-- --------
-f(.r) (:1; - (()"j~ (x) 
A] + h l (x) 
(.1; - a)" (.r - a)" -Ij~ (x) , (3) 
wohei der Grad VOll 711 (x) den von (.1'- (()"-lj~ (.e) nicht erreicht. 
Hiermit ist eille :' Recursionsforlllel" gewonnen, welche die suc-
cessive Erniedrigung des Grades der jeweils im N ellner stehenden 
Function um eine Einheit erlauht. 
Die wiederholte Anwelldung der Formel (3) liefert den 
Lehrsatz: Die I'rdiol1117e F1UiClioll R(x) hisst sich mit Hii~l(' {lc-
wi8ser 1/ Gonstal/tcn Au ... , Li. in da Gesta7t darstellen,' 
(4) -, Al .A 2 H(x) =---= G(x) + + + 
. (.r--a)" (x-a)"-l 
['I + __ L2_~_. 




+ ." - 7' 
1uobci die reelli.>; IIIIjll'clciII7cn YCi/lll'l' dUI'!}1 die Lii/c((}:ti/('/OI'!'i!:'cJ'/I'!/lIi/i/ 
(li) )'YI'. 1 des Gl'iilToIi/Ci1i1Crs ./(x) 1'011 H (.1') f/(I/e/ie// sind. 
In Formel (4) ist die sogenannte :,Pal'fia7lm/rl!;:cI'71'1/lIlIfJ'; d"r 
mtionalen Function H (.1') geleistet. 
3. Partialbruchzerlegung bei lauter einfachen Wurzeln der 
Gleichung ./V) = o. 
(1) 
(2) 
Hat fex) = 0 keine mehrfachen ,YurzcIn, 
7t (:r) _ A + I: .L 
fex) - ." - a .r - /) I •• , 
so gilt chor Ansntz: 
~Y 
;)'-}/ 
Zur Be~tilUlUung dpr Constantpn 01, ... U1ultiplicire man mit /1.1): 
. /(;1') ) fV) h (.r) = A . -~- + 1)· ~~~-
.r - (/ ;1' - 11 
-f- T f'l,r) ~ 1'i . --'---
;{' -}/ 
und nehme hier lim. x = 11. _\ns ,eIU. 1 folgt: 





(3) 7 ( ) 1 I . [n, ) ] t·' 1 ( =..c . IiIl . • _0_- =..c'.1 (((). 
x=u X - (( 
wobei man beachte, dass nach dem letzten Lehrsatzr' 1Il :\r. 1 deI' 
Wel'th!, (a) Z 0 ist. 
Lehrsatz: Hat die Gleichung fex) = () 1111,. eh/fue/li; WII/':c7 11 , 
so .llilt die Partialb/'uc71zer7egung: 
hex) = ._7~~~ + _~h(!!l~_ + ... + h(I,) 
U) fex) !,(a)(7J~a) f'(IJ)(J;-IJ) f'(II)(f-ll) 
lliemus ergiebt sich flic sog'pnarlllte "J, (I.'/ r al/ q 1" .'ich I' ]111'')"1 11''''-
tionsfoi"lne1" : 
~ fiX) t ) (D) hex) = h(a)· ~.,-'---_. 71(11 




. .. ; It (11) .-_. 
f(iI)(Y'- 11)' 
welche gestattet, eine den Grad n nicht errcichendp ratiunal.· ganze 
Function 7t (x) anzugeben, die für n speciell gpwählte Argu1llentl· a, 11, ..• 
vorgeschriebene Werthe h (a), heb), .,. hat. 
Unter der (hier überall geltenden) Voraussetzung, dass 7t (,) und 
fex) reelle Coefficienten haben, kommen complexe "\Vurzeln von lei) = 0 
zufolge des vorletzten Lehrsatzes in Nr. 1 stets zu Paaren conjugirt 
vor. Dem einzelnell Paar conjugirter "\Vurzeln entsprechen alsdann 
conjugirt complexe Partialbrüche in (1) bez. (4). 
Zufolge der Formel: 
A' -l- iA" .11' - iA" A'r., -1(') - ((" _I" 
~--. ~ + - , . , === 2 -- -,.-1------- - ",/--
:1; -/t' - la" x - a + In' (J;-a)" :. " :! (li) 
lassen sich .ie I'Iwei solche conjugirt complexe Partialbrüche in einell 
ill X ijuadmtischcn 11~{sdn(Ck mit (msschlic~s7ic" rec77eJl ('I)ijl;r'il'i/fen 
zusa 1Illll enziehen. 
XI. Capite1. 
\Veitel't'iihrung der Integ;rall'eehnnng-. 
1. Integration rationaler Differentiale. 
Erklitrung: ht R(x) eine heliel)iUe mf'i{J}w7c FllJlclioJl 'rlill ./ mit 
ree/lclI, COifficientcl1. so nemd manR(.t) (Lc ein :,rationa7eo lJurCfr;illia7" 1). 
') :Die Vemllg<;meinerllng ~lIf den Fall rOIlII"f',"f'1" Coi'ffici('nten y,m I! (.1'1 
hat mwh IX. 14 keine Schwierigkeit, winl aber hier nicht am:;c:efülnt. 
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XI. \Veiterführung eler Integralrechnung. 
um ! R(x)dx zu bestimmen, tragen wir für R(x) die Partial 
bruchzerlegung (4) S. 1 9 ein und verfahren nach VI, 3: 
j 'R(X)dX =!G-(X)dX + AI! cl.!: + (J' - a)" +A"j'~.d.t' .1'-(1 
+ ... + LI --'-, + .. , + ~ ! cl, LI"!' rl.l' . . (x-I)' ,l' '- 7 
Jedes einzelne der recht~ stehenden Integrale kanu llach VI, :1 
und VI, 4 berechnet werden; es folgt: 
j 'R(X)d;I:=UI(X)-( )AI _1_oo_Au-I+A".I09(.l'-U) (/,-1 (.1'-11)" ;1' - ({ 
[il Li. ,-I ' 
-···-(J.._l)(x_l)i.-l- oo - :r_l+Lj.log(:r-ll. 
wobei GI (x) wieder eine ganze Function ist. 
Fasst mall rechts alle rationalen Glieder als eine rational,' Fl111('-
tiün HI Cr) zusammen, so entspringt der 
Lehrsatz: Das fntc.l/I'al cines /'atiOlwlen DWercntials liisst sich ill 
der Gest((lt: 
(1) ! R(x)dx = BI (x) + A u lop(x-lI) + ... + I'i. IOfl(.r -I). 
d. i. durch eine gleirhfalls 'rationale Function R j (;r). '1'(,/'IIlehrt 1IJ)/ eilll' 
SUII/me logarithmischer Glieder, darste/len, '/CclclllJ Zel.derc deli wlll'/'-
schialenen LincIlIf((cforcn clc;; (i I'Uem71lCII/ICr8 /' (I') /'()}/ Jt (,l'! I'Id"liI'CI'lll'll, 
TIpi lauter einfadwll \Vm'z"lll VOll f(.r) = () hat lllall sp('cipll: 
j', h (a) h (iI) (2) B(.l)dx = ('I(r) + --;-;--( )'o/f(x-a) + ... + f~) 7(1fl("-II), 
.t (( . , (11 
Hierbei gestatten zwei conjugirt cOlllplexe Glietlpr Hlltt'r Ih'nutzllllg 
von IX, 13, Formel (1) folgende Zusallllllenziehung: 
(3) (A'+iA")7/!pex'-a'--ia") + (A'-iA")7o,rJ(,l'- 11'+ i 11") 
::= A' lo{! [(;~' - a')2 + (/"2] ( , , ,1'- {/ 2 J1' ((reff! ---,,) 
, 11 
nA" 
in einE' durchaus reelle Gestalt, welche ÜOl'igPllS, abgesehen Hlll d(>l' 
Constautc n "1" I), durch directe Integration der rcchtE'n ~('it(' in 
Formel (6) voriger Xummer hiittc gewollnen WPl'dell küllnell. 
AI~ Beispiel diene: 
1) }\fan hemerke, dass in den Inte~ralformelJl eles 'fexi"g vorll Zusatz 
einer besonderen Integratiollsconstallte der Kürz(' halber abgesehen wurde. 
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XI. 'Veitel'lÜhrull(.( ,leI' llJ!'·'~Tall'e,·bJ. 1I11_. 
7 J' - :) .. !I 
1t (x) -'--
- J;:\ + J:} I; ,; l' ) I " .) I ,(' f.· 
/ 
__ -_1 _X ___ ;) __ rI J; = 2 //Jr; I' -L ~ /,,,, , " 
x:: + x 2 - (j:;; (i'" I (I . 
2. Integration von Differentialen mit der I' 
einer linearen Funetiol1. 
1 .~I r I :; I 
Wurzel aus 
Es seien 11, lJ, c, cl endlldw rl",ll,' {'''II,d'llll,·n. \iü \\>.\,.\". nicht 
gerade ([cl = bc ist, UJl(l es s"j iI ,·ill'~ l)("itil" ~:lllZ" /.,.1,1. 
Erklärung: T'Il/er H (I'. '~ ;:.:, ,:';i) "('/'/" ""1" 




'Gm die Integration des zugchiirigell Uitl"'\'('lltial, Nd .. ' /,\1 kistell, 
substituire man nach VI, + eine lleue Vari:llH:le !I. W")")l" Illit ,,' ,e1'-
knüpft ist durch: 
(1) '\I/r-;; + b . y= 
cx + cl' x 
d/f" 7J 
-.- "!JIi ..:- " 
Es ergiebt sich hierbei: 
'\1/(( x + U)' (' rll/" - b R . 
cx + d. c !/" - (f 
n(od···-bc)y"-l (/x= dl)' (lI - cy")~ . 
so dass sich Brlx in !I und cl!l als mlio/(II/cs Ditfpfpntial Ibr"t,·llt, 
Man l)('rechne dasselbe na('h Xr. 1 ullll führe 'I'l:l'lll"lge 11) wi,·der 
.1.' mn. 
Lelnsatz: Das Integral eines Differentillls, 1cclc/,(':; fIIliu/lld ilt .1' 
/lIl!l da n tm 1Vu/'zel einer linearen Punction /'on J; I !/I/I/"!H/ 1/1 i,-;/: 
( cl) /1' ( \ »iUX + IJ') . 1 X, V <l.f, cx + 17, 
liisd sich ((7s }'(1t1r))/ale FUJlction diese/' 11 tel! nllr~'t.?7. 1'1'1'111'-/1(/ 
Swnme 7/Jgllrithmiscllcr U7icder cler rll/yemeinen (;1'.-;/0)1: 
I r 7 (V'/fiX +, IJ ) \. urt - h 
. , Cy; + cl 
(.J.) 
dH/'sfdlen, IL'O J( unrl /, Constantcn sind. 
Als Beispiel diene Iv' tI x Man hat zu setzell ,i; -' :2 
:tJ - ~ G 
y:, d y; = ';) ,.1J" d.IJ und filldet: 
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XI. ',veiterfilhrnng der Integralrechnung, 
j'c--~_~~~ 17x __ = ~;f y1d il, = sJ'('iJ + ,) + 2~ \ diJ' Vx-2-5 !/-Q , i/-Oll 
X ach Berl'chnung des letzten Integrals und ~Wiedereinführung ,on 
,f' folgt: 
j ', clx ~:(; - :.l 
3, Integration von Differentialen mit der Quadratwurzel aus 
einer ganzen Function 2 ("11 Grades. 
Es selCll 11, li, c reelle Consbnten, deren letzte Hicht verschwindet, 
Erkliirung: Untcr ji, (x, Va + 2 bx + cx!) wird eine FUJlctioJl 
/'()n x Dcrstanclen, Ice7che durch AusiiliUll[j iJ'[jend we7cher "ratioJla7er" 
()jiera(ioJlell au!;); allel Vn + 21J,I; + cx2 Z/t berechnen ist. 
BetreH's des zugehörigen Differcntiüls 11 tl x gilt der 
LfdHsatz: Das D(tt'ereJltia7 B(x, t'a + :2b,t + C,t e) d:)' hisst 
sich tlnrr'h SnlJstitution einer !Ie/eissen nellen rariabe7ell y auf ein in !/ 
.. ratio/la7es lJ/fl'erentia7;; t/'a)/~lo)'))/iren. 
Um diese Transformation möglichst unter Meidung' complcxer 
Gl'i',ssen durchzuführen, werden drei Fälle unterschieden. 
(1) 
I. Im Falle c > 0 führe man ,1J ein durch: 
y =-= ,x V-;;- + Va + 2 b,~ + 
l\Ian 1lPrechllet hieraus: 
t c.r , 
i/i - n 
-----/Ir~ 
Es sind somit ;r und VI( + :2 /u' -f-- C y! in !/ rationale Funrtioneu 
untl d J' ill // ein rationales Differential; der Lehrsatz i"t also in diesem 
Falle bewiesen. 
n. Für c< 0 Ullft /)2 -- ({ C < () hat die quadratische Gleichung (( + :2 1, ,l' -+ {' x" = 0 complexe \Yurzeln. Es wird somit die ganze 
Function (a + :2/1,1' + I'X") fitr kein rE'E'Il()s ,J' verschwinden: und sir' 
muss demnach, dn sie für alle endlichen \Yerthe ,I' stetig' ist, entweder 
nur positive odl'l' nur negative \Yerthe hahen, Da allel' für ,I' -= () 
der (wegen c <- U, lie < (I c) urgativp \Verth (( vorliegt, SI) ist 
(a t- :lli:t ('x") für a77e rE'('llcn )ugunwllh· ,I' negati,. 




24 XI. "\Veiterflihl'Ullg uer fllte~rah·e,·lllll1nc'. 
Va + 2}J;iJ + c:r" = - iV- 0 - ::1" , I' 
=::::::::: - i Vrt' \ 21/J: - (,I",.:. 
setzen und Va' + 2// x + c' x2 ll[lch d~r ,,,,·l)cn III I. "lltwickelten 
Regel behandeln. 
IH. Trifft endlich c < Cl und b'! - 1'" _. \I I.n. ,IJ },,!l rli,· Glt,i-
chung a + 2 bx + ('x2 = 0 reelle 'Yurzeln (f., und I~ '--> '1.. nlld ma!l 
hat zu setzen (( + 2u); + C,,:2 = c(.' - (X) (I - 1$)· 
(2) 
Hier bediene mrln sich der Substitutillll: 
Vß -x ---=:.11· x-v, 
so dass V wenigstens für das Intervall (/, < .I < 
Man berechnet leicht: 
j"> ]'(.,.\\ i.·\. 
Va + 2bx + /:x2 = ({J- v,)\/- c· 
lld,! (lx = 2 «(/,- ß) -' -'--', (1 + ?12)2 
so dass obiger Lehrsatz auch in diesem Frll1e gilt. 
Lehrsatz: Ein a%s x 1tnd der QuarlratU:llrz'e/ (1/1.5 f'i/iN fill/UCiI 
rationalen F1tnction ,21 ... Grades rational aufgebautes !1Ift:gl'o): 
(3) . J R(x, Va + 2ux + cx2) äx 
lässt sich Riets d?trch rationale Rechmwgen und Logoritl/l/iir/l)/!/cil (/11"; 
x %nd Va + 2 U x + C x2 bereehnen. 
4. Zweites Integrationsverfahren von Differentialen mit der 
Quadratwurzel aus einer ganzen Function 2 t"11 Grades. 
Die in Nr. 3 unterschiedenen Fälle fassen wir in 
!B(X, Va + 2bx + ex2)dx 
zusammen und verstehen hier unter c eine lJO,~itil'e reell!, Zahl. 
Ein zweites Verfahren, dieses Integral zu berechnen, hesteht :lUS 
folgenden Schritten: 
I. 1\hn substituire für x die in x lineare ganze Function: 
cx + b V- -
- Vac + lJ2' (1) 
wodurch sich ergiebt: 
V~ V lt + 2 b x + C x2 = V (! C + b2 V 1 + y2 , 
'1J1an findet somit: 
1 ,r---==--:", 
V ae + 0-clx = ----- d 1/. e . 
(2) jB(x, Va + 2bx±('x2)dx = fEI(V' VI ±y2)dy. 
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XI. '.veiterführung ,leI' Integralrechnung. 
/---
!couei rechte/" IIallcl BI eine neue, (filS J! und VI + ,1J2 rrrmü{IC mtio-
nalc/" RccluumgclI ,zu gewinnende Functioll i;3t. 
11. Stellt R l eine Summe mehrerer Glieder dar, so integrire man 
jedes Glied einzeln . 
.J edenfalls lässt sich das einzelne Glied in die GeRtalt: 
GI (,1/) + G2 (y) \/ 1 ± ,1/ 2 
(;;(ll) + (;4(/1) VI + ,1/ 2 
setzen, wobei (; I (iI), .. , U 4 (,I}) ganze rationale Functionen von ,11 Hilld; 
denn jerle höhen' als erste Potenz von V 1 + ?J 2 ist in !J entweder selb,t 
rational oder das Product von V 1 ± iP und einer rationalen Functioll. 
Durch Erweiterung des Ausdrucks (3) mit (G:] - (;4 VI ± .1/ 2 ) 
geht derselbe über in die Gestalt: 
(4) .. G;,(.1/) + G,;(IJ) ~/1±?f2 = 
0 7 (p) 
RH (11) 
R 2 (i!) + ;-= , VI ± 1/1 
wo R z (,I}) und R:; (11) zwei neue rationale Functionen von ;1/ sind. 
Das Integra7f R(x, ~/a + 2 bx + cx2) dx 7ässt sich somit, abge-
sehen von Integralen nlf'ionalcr Diffcrrntiale, rcducil'm (l1ff eine 8UII/IIII' 
ron Integra7en der Gestalt: 
(5) fE 3 (,11) cl?J 
. VI + .1/ 2 ' 
III. Trägt man in (:» für R:; (/I) nach X, 2 die Partialbrueh-
entwickelung ein und intl'grirt jedes mied, so lierll ein ~t!lrlrC!I({t (Oll 
IlIteyralen der licidcll 1:11111:11 /'Uf: 
(fi) f 1!"rlll . ------; ---=-===-- , ~ 1 + y~ 
1('0 iI eine ganze l)OsitiL'c 7a1!7 oder 0 bedeutet. 
IV. Ist im zweiten Integral (li) 11 > 0, so setze man: 
1 d" ?I - (/ = - , d 11 = - -
z ' Z2 ' 
worauf sich ergiebt: 
d /1 
(y-a)n VI + i/~- V,z2 + ((U + 1)2 
,:"'--1 cl ,: 
VA + 2 j;,:= ('.:'! 
Lebteres Differential behandle man nach I, d. i. vermöge der zu 
(1) analogen Substitution. Da es sich hierbei um Substitution einel' 
!J((}/,:'ell linearen FUllction von ,S' als neuer Variahelen handelt, so wird 
mall zu Integralen cles ersten Typus (li) geführt. 
1';s his!;1 8iChJ']{ (:r. V(( + 2 bx ± (';1: 2) clx, ((/)!lCSCliCII1'OII I)//I'-
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:26 XI. \YeiterfllhrUll:! Ile!' IntL'gralr,',:ll]}llllc, 
----'-- ,1/1, f' ~ I1 rI 'I ) , \ 1 !I: 
! yn(ly =+V,,-l'\/l -I-- 111---:--(1,-1)/',(, VI + y2 ~ V -'. " 
Erweitert man unter llem lebdcll lutl'gr:ll lIIir \ 
J' y" cl1j . !-~~ /" 111 1 d '1 . ' = + yn-'l y 1 + 11" --- (11. - 1) :..- . VI ±!p - -, t '\ 1 . ili 
f' 11""-'1 --- (11 -- I) - - .• , \ \', .11" 
Setzt man das letzte Gliell nach links hinill1cr. "1 ('l'!!i(,l'l "ich pine 
Becw'sionsformel, tuelche gCofattet, das C/'~fr: !ilk!ll'iI! Ili) 11/1/ ,i" d,CH-
oolches mit einem mn z'wei L'il1heiten alliu!riflft:1I J;,ljilJI/lld l.'1I (I :11 
reduciren: 
/---(7) ! !In cl y = + y" -1 V 1 ± 11 2 --L 11 .- I! .1/)\ - C d -'I . 
VI + yz - n - n\ 1 ...l-. !I" 
YI. Durch wiederholte Anwendung der Formel (7) "ircl man auf 
eines der folgenden vier Integrale geführt: (:..;) ! Vtly . 1/~ 1/ + ,= T V I _ !I l , 
V 1 _ !l 2 
Ul) J' ety = log (I) + VI + ,1)1), VI + !J" 
(I 0) !VIrl~ ,1/2 = ((re ~il~ i/· 
Das Integral (8), welches soeben bereits uuter Y. gehraucht wnrue, 
. .. 1:------, _. 
findet man durch dre SubshtutIon V 1 ± f/" = ~'. F (>rIlld (~)) lwwelst 
man vermöge der unter 1., S. 23, gegebenen Regel, das dritte Intpgral 
endlich ist aus VI, 2 bekcmnt. 
Lehrsatz: Das Integral! 11 (x, Va + 2 UX -+ n~) dJ' 7ücA sich 
(/u/'ch eillc Kette Don Transformationen, augcsellcncon lnfcgi'l/lfn )'ufio-
mtler D(tt'erell!iaZe, anf ein Aggregat von Inte(jra7cn des ersten 1'/l1)/(o (11) 
S. 25 redlfciren. Die laUteren Intc.rJrale wertZen vcrmijge der Rcellf.,io)l:i-
jimllc7 (7) auf die in (8), (Y) wul (10) berechneten I/lfcgmlc ,~II riick-
.!I1j'iihrf. 
~ach der hiermit dargelegten Methode sind folgende hliufig vor-
kommende Beispiele berechnet: 
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XI. \Yeitert'iihrung Iler Integralrechnung. 
(11) _ _ - =~7I)Y 7, J' 11/ 1 ( ~ (( + 2 lu_ + C x 2 t C cx _L \ c l' ({ --:- 2 I, J' --L 1 .1 2 ). 




\ I( --! :2 U x + 
- ('.J'2 (' 
(' J''! 
11 + :2 7)/ 
J' yr{,,-( I ~) \-I(-=j' '. _._~.~=, ---V :2{)J'--C.r" 1\ ( - - V Il j-:2 lu; -_. 1 .I" I' 
-I- I, _ ({ /'1' si iI ( ~.I~-=l'=_) . 
,,1 1 ·t /J~ + 1/1' 
5. Fundamentalsatz über die Integrale algebraischer 
Differen tiale. 
Erklärung: 1st cp (x) im Sillile 1'(111 1. 10 cillc elemeiltu/'e ((I,f/C-
/I)'((i,o;('7Ic P/I)/('fiOJl. so hci:<81' cp (Y)d.r ein "elcmeJlt((/'e;< ((1!ICbmi811Ic:< 
D!lji'/'cllfiu/" . 
In elen vonmge hell elen ~ UllllllCl'll ist elie Integration \'on cp (.1') tl ,l' 
für folgende drei Fülle durchgeführt: 
I. (' '\Jl I(;{; + 11), cp (,r) = R (.1'), 11. q; (.,,) = H ,,I', / 
1,1' + d 
:2 I, ,1,.[- I' ,(,"). 
und damit "illil lllittclL;lr n Hch alll' cli,jrnigrn }'iillt> ]'e}wll<ldt, hei 
11C111'1I cp (x) adl1itiv :lUS lllehn'\'('n solcheu FnnctioJl('1l Hnfg'ehnut i,t. 
Es gilt aber folgender fundault'ntale 
Leh1":l t z:: Die d/'ci I/I'IIU Illdl'lI /1///1')/ ulfil'!l) '11 iel}IC/, D/(I i'!'I'JII ;1(11' 
si)/(I rli/' l'iIlZi[II'II, In'i d"lIcll f(J'l = J'cp (.I) cI.l: l'iliC .. l'7eJJ/elitl//'e" a/[/c-
umisl)/(; lide I' InlJl,o;cc)/(/cJI!r: FIII/i'tioll id. ]\01111111 ill cp I,d cllt/Ceder 
die (il{(I!l)'uIIC/()'"c7 (111,) l'illcl' dCJ/ ,:/Ceilcil (;rlltl iilll')'s!cil/cJ/(7clI ,1/UI/,:CJI 
E'llJIl'iio)/ ode)' IIIJe)' die !tiillc)'( 1l'1I)',:e/ 11/1" ciJl(,), )/icltl-/iJlc(/),{,JI E'u)/clillJ/ 
CII)'. so i,o;t fu) iJJl _t77,!fI'JJ/ciJIC'JI eiJ/e de)' l~'7c})/clI!((I'JJ1((illclIl((!ik lIi,-!tf 
{Jckl/ IIlIlc ,,7/1)111')'1''' !)'I( )/,)cI'JldcJlle Fill/I'! iUJI. 
Die den IntegraleIl (Iel' Gestalt: 
J'J! C", '~ 'I( + ;l /):r + cl I' .,o'? -l- cl /1) d ,!, 
zugehü1'igl'll ~oge!1. "r}{;jJfi,')cIIC)'·· FnlldiulH'n l)ilden dit' l1iedl'1'~te ('lasse 
Iliese1' nt'llt'll h:mscc!1<lcntell FUlldionCll. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043169
28 XI. 'Veitel'fiihrllng- der Intec;l'alrecllllllll:!, 
6. Partielle Integration bei transcendenten Differentialen. 
Erklärung: Ist cp(x) eilie tU/II,'I'CilrlCi/!I' FII'''!;'',I, ,'" /"i",/ 
cp (x)d x ein ;,(I'CIlISCCllclelltes': lJUfcrGlilill7. 
Bei der Integration transcenclente1' llifl"'l'('llti"l" \','\'w"I\<I,'j 1ll;1ll 
gelegentlich die partielle Integratioll (cf. YI, 5) mit \~ortLd. wi,· ;\1\ 
folgenden Beispielen gezeigt wel'(l'~lI soll. 
1. Integration der lJitf'ertilfillle "ilI'" ,t' ('11,,>1 f' 17,1, 
Formel (3) in 1'1, G liefert: 
! sill'" X cos" x dx = co,," -1 ,1',/','iill lll ,I' tI "ill .r 
+ CII -1) j'(ms"-" ,I' ,"/1 ,I,/'sill'" ,I d ,'1/1 ,I) II.J', 
! ('()S'H -1)' ,"iin 1il -1- J J' sill'" X ('os" X cl:r = -----m+l 
+ 11 - 11('1)"" ," ,,111 ", ···2.1' Je 
JII--L1. 
Setzt man Im letzten Integral sinn! x (1 - ('''S2 .1.,) für "ill'" - 2 I 
so folgt: 
f ,n _cosn-lxsill"ITl:c , sin1ll x ('os x clx _ ----.-- - - -- .. '1)1 --L 1 
+ ;:!-~+.Jl/('osn-2 x Sill'lI:r rl:r - ~I, _~ ~f(()SH.i' ~i)/1H,l' eI/' 
Bringt man hier das letzte Glied rechter Ha nel nach links, so 
ergiebt sich die erste der heiden folgenden Recursion~forUleln: 
(1) !SiHm X cosn:r dx = 
sin'" + 1 X cosn~~ + 11_-_ 1 ('Sill"',J' ('1),'" 2.1' rI.r, 
1)/ + }I m + )1 u 
(2) ! sinm x GOSn X d.1' = 
sin'" --1 X cosn + l~, + 
m + n ' 
die zweite Formel beweist man analog. 
Lehrsatz: Das Integral des Differentials sill'''.1; ('08" x df, i/l 
?cc/chclI/ mund 11 irgend )L'e/ehe nicht-negative [lanze ~ali7ell Sill{/. 7i;s~t 
sich vcrmiigc cl!'/' Reeursionsjormc7n (1) 1tnä ('2) fIllf eil/I's der /'il'/' 
Intr[!ra/c: 




I'cdw'iJ'cll: dlf"; //'11[/7 idl/' Iltl"!/1'((7 ist d"II/I/l1('7I ,I 'I rr1, .. ' 1"III"lIfll (",. f (,, "0-
cc//(lcltle Fu 111'/ iOIlCIl dll I'"t"mlll 1'. 
11. Infef/fufioll der j)il(Cl'clrfif/71' "11,, Ii" 1111'/ I" r!1. 
Die Formel der partiellen Intr'gnttion "l'gi,'11t: 
,!'.I:IlC"d.i' _ Y",j""'d'l' 11,('(.1 11 1,/', '/')'/". 
(Cl) • ,,("I'II"'d.l' = """, - 11,/'1" 11,',I.J', 
\;it 11 VOll \ veröehi('d"l1, "" gilt \\'\'it\'l': 
(I) 
11 /
' I"~ '/.J'. 
1, ,J U 
LchrSl1 t:;,: ]1"dl'/(/1'/ 11 "il/I' l/il'lll-III','/lIlil'l' f/IIII:I' /.11/11, ,-;'1 lii.'"I,ieh 
/',I'He"d.l' 1711 re/I die j,""'III'.'ifJlI,~/(JI'III'" (.'ii ,,',.ft/i".'.'li'!1 lI/li, /'", ,11 c--- " 
J'et!w'ircil: ucilll IlltCf/}'(tl} 'I:',< t!.I; IIlil J'(}"ilil'l'l' fl'III:"1' /'11/,711 :III'II,!t! 
Ii/llit I'cl'mii[!( (i! ,'wli7 il's,,7 i,h: 11111 IlItl'!!r(/I}"~ d ,I', 1/'1'71'//1':< ,'il/l' .. /Iii/I"I'I'" 
J. 
fr'I/!,'I'i'//(lcllte }'w/i'lilJlI dUj'stelit. 
_:.. n -- 11 [11. Integralil!ll der lii{rcrcntialc.r~ ,,,iJl ,I' d,l' 111111 ,I~ CI/' I 17,1', 
Hier liefert die pal'tielle l11tegTlltioll die Hccursiow,j'ol'lllcln: 
Cl) ('X" .'i/l .I' d,l' = - ,1''' ('11.) ,I + /1,,/'1''' 1 '1/,' ,I' ,I " 




('0." ,-,' ('fI,,", ,I' 
I ,I"< dJ' = - 0l=--1)~1~-1 11 
wolwi m den Leiden letlltell Formeln n "> 1 gilt. 
Lehrsatz: Die IIlICf/i'lt/C}'X" sill ,I' t/,!, /I}/(I, (',I'" CI/,'''' r/,I 1'/".-;"11 
"ich, falls 11 ei/iC nicld-Jlc!/I/Iii'i' filIII,:!! /.u!t7 i,-;t, ,1/1/'111 1,1,'1111')11111'1' I(lii/S-
I f [' t' /, . ..;iil .l' /'/,11,' .I 1'1'1/( eil e Li I()/I' /l)lIe}/. d(( /' . ..;tl'lll'll. nil' IlIfel/f((I,;. -- r7,1' I{ 1/11 rI ,,' 
. "rn . ,1')/ 
/IIit eiliC/' !fllil."!]11 /.((/" I1 > () /iillrcil dU!fl'!/"!! Il/llfll'selll'll 1'1111 1'71'111"11-
f/lrell Ir((IISCClIdclltel/ (;liede)')l) ((11/ dil' .. lIiil/l')'cl/'; !!'I()/,'f"'11(71'1/11'11 )-'1111'-
, ('8i)/)' f'I'IH J' flOHeil tl ,I' /{wZ .. c,' ,1,1',-
,.1' c J 
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30 XI. \Yeiterführung der Integralrechnung', 
Weitere Beispiele, bei denen man die partielle Integration mit 
Y ortheil verwendet, sind die folgenden: 
f n ' I X ({rc sm x (X, 
7. Integration durch unendliche Reihen. 
Die Function cp (x) liefere die }L~ c L:tU ri n' sehe EIl\ wichlung: 
(1) . cp(x) = ((I) + (11): +- (I,x" + 1/;1" _1- "', 
welche innerhalb des Intervalls - ff 'e:: ~. <" + 1/ cOIlV<'rg\'ll\ sel. 
Durch gliedweise Integration der auf (ln rechb'll ~pit\~ von (1) 
stehenden Reihe folgt (unter C die lntegrationscollst:wte ven;tanden): 
x 2 x~ Xl (2) , C + (foX + a! - + az - _L 1/, ' -':"'-L ", 2 3 J ., ~t 
Man kann zeigen (was jedoch hier nieht ausgeführt wird), d"s, 
die Reihe ('l) in demselben Intcn;all - () < :r < + /1 cO/lcer/lirl. ulill 
dass sie innerhalb dieses Intervalles dcn 1Yerth tOlif cp(x)dx darstellt: 
(:3) .!cp(;C)üx=C ({vX+(~IX2-L(~2X:+ 
Als Beispiel g'plte: 
- rlx - C x -(4) J'8in:c , _; + x" + X 2!.3 2 4!.5 2 + G! . 72 
eino Heihe, die für alle endlichen x convergent ist. 
Man besitzt in dieser Potenzreihe ein Mittel, die 1Vcrthe lIeuer 
f Sill :c transcendclltcr Fuwtiollcn, 2'. B. dcr Funcfion ,l' cl x, Jiil' spceidle 
Al'g~m1Clltc x angenähert zu berechnen. 
Jr 8. Entwickelung von in ein unendliches Product. 
2 
Nimmt ,man in (2) Xl'. 6 die ganze Zahl 111 > 1 und 11 (l. 
n 
und integrirt man zwischen den Grenzen 0 und 2' so folgt: 
Jt Jt 
2 2 
r 111 - 1J'. 8in'" xclx = - - sln",-2 ):äx. 
,/ 111 
o 0 
Bei wiederholtel' Anwendung dieser Recursionsformel kommt man. 
je naehdem In ungerade oder gerade ist, schliesslich auf das erste oder 





XI. Weitel'fllhrung der Integralrechnung. 
J1 
,I'sin.x dx = 1, 
o 
Es ergiebt sich auf diese Weise: 
J1 
2 


















211 + 1 
211 - 1 
2n 
Da Ilnn 1m Innern des ganzen Integrationsintervalls sill x einen 
positiven echten Bruch darstellt, so gilt für jedes gallzzahlige )}/ > 0: 
~ :.1 
sin'" x > sin'" +1 x und also ,/'8i1l'" X cl X >, (Sill'" + J X dx. 
o 0 
Wie aus der Bedeutung des bestimmten Integrals (VI, G) hervorgeht. 
Setzt man in der letzten Ungleichung erst })/ = 211 - 1 und 
sodann In = 2 n, so ergeben sich aus (1) und (2) die UngleichungelJ: 
2 4 (i 211 - 2 n 1 ., ;) 211 -I' 
" , ~-"---- > 
" 
~) 7 2n 1 2 2 + (; :2 11 ,) -
n 1 i1 ;) 211 - 1 2 4 (; 211 
... ~~- > ~-_._-2 2 :1 (; 2n a 5 7 211 + I 
oder Dach leichter !'lllrechnung: 
n 2 2 4 4 6 (i 211 2 2 11 
- < - - -~--' 2 1 3 3 5 5 7 211 1 211 - I 
n 2 2 4 t ß G :2 11 211 
- > - ,---~--- ----. 2 1 3 " 5 7 :2 11 1 :2 I/ + 1 ,J :l -
Für 7 ilil. n = Cf) nähern sich die recMen Seiten der heidell 
letzten l~ngleichungen der gleichen Grenze. Es ist also: 
(3) -= lilll, -.-7t (2 2 
2 n~ 00 1 3 ., ,. 
was man auch ausdrückt durch den 
4 :2 11 ) 
211 - 1, ' 
" 
7( 
Lehrsa tz: Die Zahl /2 lasst sich in (fa." III/I'I/(llichl' l'/'o'//III ('111-
lcickc7n: 
(4) 41 
1 ., il 7 
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XI. Weiterführung' der Integralrechnung. 
9. Angenäherte Berechnung bestimmter Integrale. 
/. 
Gelingt es nicht, den Wertb eines bestimmten IntegralsJ'rp (x)dJ; 
" durch voraufgehende Berechnung des zugehörigen un bestimm tell rn t cgrals 
zu ermitteln, so stehen verschiedene, auf der geometrischen Berleutung 
des bestimmten Integrals basirende Formeln zur angeniihl'rtcn Bcrech-
nung des Integralwerthes zur Verfügung. 
/, 
I. }Ian theile, wie in Vf, G, Fig. ,l!!, d"s den Werth./'cp (l')dJ: 
repräsentirende Flächenstück durch l'arallp1e :t,llr il-Axe in 11 ~t reifcn 
1 l 'h B' u-a ( er g elc en reIte h = ---. 
n 
Dabei mögen die zu X = Cl, (t + It, a + 211, ... , /, gdliirelldcll 
Ordinaten sich zu : 
(1) Yo = cp (a), Yl = cp (a + h), !h = cp (a + 211), ... , .'Jn = cp (l;) 
herechnen. 
Ersetzt man den Inhalt des einzelnen Streifens durch rlenjenigen 
<les in Fig. 39, VI, 6, schraffirten Rechtecks, so erhiilt mall als C/'.';fe 
Niiltcl'lwgsjol'J/lcl jür den gesuchten Integl'allcerth: 
/) 
(2) f cP (lJ)clx = h(!lo + !lI +!h + ... + !In-I)' 
I I. Eine in der Hegel grös~ere Annäherung an den wahren 
Integralwerth gewiunt man, falls man den einzelnen Streifen durch 
elas Tmpc.J ersetzt, das die betheiligten Ordinaten. !I" und !h c 1 zu 
G"gellsciten hat. 
Diescr Annahme entspringt die zweite Xiilu:m il rJsjo 1'111 cl : 
/, 
Ul) ... /rp (x)clx = h (1/2 Yo + 111 +;/12 + '" + Yn-l l- 1 2 !J,,). 
111. Eine dritte :\"ähcrungsformel ergiebt sich aus eincr cigell-
t h iillllichen Y crwendung der Para bel. 
Durch die oheren Endpunkte dreier auf einander folg'endet' Ordi-
Iwten ih, :t,. B. ,ljo, !/I, !li, Hisst sich nur einG Parabel mit ZUl' !/- Axe 
parallele'l' Axe legen. Diese Parabel muss nämlich die (Jleichung haben 
.'1 = }' .r" + I/ J' + r; nnel wenn wir also die ZU!lk gehörende Ahöcisse 
ku\'z .l'k nennen, so llliissen die drei Gleichungen bestehen: 
( 1) 
[ll.r,; + 1/;1'0 + r = J/I)' 
\
) /' .r;' + I/ :1'1 -1-- r = !I t , 
lu }l- I/X'j -1- I' = .111, 
lIUS ,vI·lehen sieh die arci Codficienten /1, 1/, I' cindc/lti'!l lJl'stillllllüll. 
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X H. Differentiation u. Integration d. Functionen mehrerer una 1>11. Yarial1ckn. iti 
Für gewöhnlich wird nun der zwischen den Endpunkten (ler 
Ordinaten !1o, Y2 verlaufende Bogen dieser Parabel sich da seIhst der 
Cnrve !I = f{J (x) enger anschliessen, als die unter ]1. benutzten geraden 
Yerbinrlungslinien der Endpunkte VOll !Jo, 7/1' !f2. 
Ersetzt man demnach bei der oberen Begrenzung der bei(len 
ersten Streifen die Curve y = f{J (x) durch die Para bel, so wird der 
Inhalt (lieser Streifen gegeben sein durch: 
j~?J (/;1' = l/;p (x~\ - x,f) + 1/2 !j (:r,/ - x,;) + /' (x2 - .(0), 
Hier kann lllan .X2 - :1'0 = 2 h und den in der zweiten Klammer 
stehendeIl Ausdruck auf Grund VOll (4) gleich (2/0 + J?h +i/~) setzen, 
Ofl dass sich der Inhalt der beiden ersten Streifen allgeniihert in der 
(i eshIt 1 :: h (Yo + 4?h + ?h) darstellt. 
Zur Verwerthullg dieses Ansatzes muss iI gerade gewählt werden, 
iI = 2111, und man hat die 2 m Streifen zu Paaren zusammenzufassen. 
)Ian gewinnt so als dritte }{ähcrun[lc/ormcl: 
IJ 
(:1) J'f{J (.x)dx= 1/: h[(yo + Y21J1) + 2 (Y2 + !/j + ... + !hiJl-2) 
+ 4 (il! 1-?h·1 ... I- :'/"2,,, .. J)J. 
Die hiermit gegebene Vorschrift zur angeniihertcn Bercclmullg d('~ 
J )('stimmten ] 11 tegrals heisst die "SiJ)/p8oll·:·wl/l! HCf!r:7". 
XII. Capih'l. 
Uiff'e1'cntiation UlHl lut{,~l'ation (1('1' .Pune1iOlwn 
mehrerer lmalJhHmdg'en Y~ll'inlJe]en. 
1. Die FUllctionell zweier unabhängiger Variabelell. 
Es seiCH Y \l1111 Y z\\~ei (Oll Cil/ll/I!l'T I 11/11 7J7lii )/fli!l/) reelle YtT-
ünderliche. 
Erklärung: 1"t die l'ilrilll1l'7e ,: demrl 1111 die IJI'irlr'/1 .. I(I/II{I-
Ir'"illflif/CW; Yllri((I)c/"11 .r 1(1/(1 .'1 !II'II/IIIIII'II, rlll.-;S .:11 rll'lIl eil/,:e711I'1/ I\'erllll'-
jlil((r.l",,11 slrls ein HiTlh (i(/!T ir!/!'I/(I ,.illl', t 11,: 11 !tl (rlir' XIIi! eil/(/c.-;,·/ifo.-;.','II) 
("())/ \I 'I'I"{/I 1'11 da "rrllft(!lIfli!II'I/'; 1'lll"illl1l11'11 ,:. fl,'!li;rl. ,'li 1I I' i".'1 ,: I'/I{(' 




34 XII. Differentiation um1 Integration ,1er l'nnctiül!c'll 
Auf diese Fundionen zWr'ier YerüJlllerlichell übertrilgt mall alle 
Begriffsbestimmungen, Bezeichnungsweisen ullll Eintheilung,o.principif'll, 
welche in I, :2 ff. für die FUllctionen einer Yariabel.'ll auogcllilcld 
wurden. 
So braucht man:c: = I (x, ?/) oder.2' = U(.,..!!1 etl'. ilh ,'YlllLl)li~l'he 
Bezeichnungen für Functionen; lllan nennt z. B . .2' =-: iI I<', -L '''.'I-nt'' 
eine rationale ganze, .2' = sill (il;')'; - 7 !/) I>ine trallsc(>!J(]"lÜ(> Fnurtinll 
von x und y u. s. w. 
l'm eine geomctrisehe l'ersill)/7ir1!1l!ul dl'r l,iIIZ"]I\('11 Flllldi"ll 
.2' = I(x,y) zu gewinnen, verstehl' nwn untl,r :", /1. : l'I'cIJt\rillkli,~" 
Coordinaten im Raume. 
Bei den für uns in Betracht kO]J1ll1CIUlell FUlld iO!l"1l / I J. ,1/) "t ,'llt 
alsdann die Gleichung z = l(x,1f), im Sinll" der allalyti~l']lI'll (;('1)-
metrie des Haumes gedentet. eine 1, lfielu: uar. 
Lehrsatz: Die 1Jci rccldicillldillen Cl)onliilafcl! J. !I, ,: rI 11/'1 11 
Z = I(x,?/) darucstclltc Fläche IJcrtnt::t 1HflH als !ICOnlclri"I'//I'.'i };ilil dcr 
Fnnction I (x, ?I); die in den ein,zelHen Plti1ldciI (,!',.'I) Ilcr J'!I -l~f)f'I'1' 
senkrecht errichteten Coorclinc~ten z der FlächciI}i/wldc 7 ilferil (li rcd ,li" 
Fwu;t iOllsn'crthe I (u;, :'1). 
2. Differentiation der Functionen .2' = ,It). 
I~rkliirung:: Fa77" mun Z = /(:i',,II) lJi'i constaHt !Icd"ddc))/ ,11 
(j'f'.';[l. ;1') nl,.; Fwu;tioil 1~'on .r (resp. /1) allein d(fli;/'cntiirt, So spricld J}/(1Ji 
rOll eil/I?/' "pllrfic7Icn" D!(t'crenfiafio)/ '('Oll f(x.,I/) Hoell Y (res)). 71) llnd 
III'nrd ({((,S Er[lc1mios ,,)llIrlielle" AllleitllJliJ (Ditli:/'Ciltiallllwti(')lf) II{(cll /' 
(n:"l'. lf) {le,::II'. "partielles" JJW'ercntial nach x (rc,sp. ,1/), 
Di(, partielle Ableitullg' VOll, = /(,1', ,11) nach ;)' wird durch: 
(I) i:::: 'r/(Y,;Ij) "( 
. ;c-- = '-'~-- =- J." J'. ,1/) 
ox (,,/: 
bCllciclmet, a11,S partielle Differential nach ,I' aber (lunh: 
- '",,'Z = (;,,' T,,II =, J'('J',,1/ ,1:1' = -'-,-,-'-'- r!.i,': ( ~I) c:; '"" j( ) f") (( f(x, 1/ »)' 
Cx 
lind entRprechende Bezeichnungen braucht ])lan für dü, Diffcrentiatil'll 
nach /1. 
:';0 hat Ulan /:. B, für die Function z = ax:: + 1;;'-,11 - c/,"': 
Erkliirung: Falls HIWI die beidcII VilJ'il/llI;7cn :;Jllllri 11 ::'lIlflr:itll 
/1))/ die (mn eil/lIJlrler uJ/al!hiill!li.IJCJI) D!UcJ'cntialc d ;1: 1111(1 d,ll ii'nderl. 
iJ/ii(lJ: die FilII el iOIl .2' = j (:'1', ,1/) die ACI/({cnt11,IJ d ,2' el!ahrcJI. J1I((} I nm Jlt 
(üsd(w))' d ,:' du.'; ~'/( deJi llcirlen lJijjr;rclltir!lcn d J' ll111l cl Y [1c7lijreJ/({c 
"toI1l7e" lJi(lcrcn!irr7 der FUllclion ~' = 1(:)', 1/). 
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111ehrerer una bh;i llgi~'ell Yaria bc']"ll. .,.) 
Entspricht cl "ll ~lldlichpn ApJl(lpl"llllgPll d ,I lll](l.J il di" A"llIkl'111I,~ 
Li, der FUlldioll ,: = /(1,.1/). ,n gilt: 
A: =/(.1' + Li.!,.11 -l . . cl.'l) -f(l.i/l 
und nl so, falls m:lll n hkürzl'l](l ,11 + ,j.'1 === .'/1 ,l'tzt: 
Li;: :=-~-L. L1,JlfIL:~-,·(SI'-.,I/l2.,J,i .J. /(.i,,I1 + -.l'U~.!'J. 
,f J ,.1 11. 
L1/ '~!' 
Liisst 1ll:lll hi('r <~.r 1111(1 .1.11 ill dip Diff"l'pllti:de ",I' Ull,l ".11 ühl'l'-
!.!'e1JplI, so folgi für ,las total" DiJj'erl'lltial r/,: : 
I" f(i, .1/1) I" l (I', in 
11,: =-:: -------;-- -!lI' + -- -r/II. (,)' C.'I' 
Bei ,kn fiir uns in Jl"iracltt kommendell clelJlcntaren Fundioll"1l 
darf man llUll allll"hmpll, dass clip Functioll ' Ci. ,11) für nllp i'olclw 
'Vel'thepaaJ'(' :C, .'1, für "elchp si!' endlieh i,t, al1ch stetig ji't. J,115 dn 
letzten Gleichung ergieht sich sOlllit. ,h lim. ,1/] = /1 ist: 
(3) , , C /(1'. 1/) 17,: = tl/V.,/I) = ---'---,·-"-tly 
r J' 
I" I' (.I'. Ij) 
---'-' dll. 
r /1 ' 
Lehrsatz: Da,; totale Di!/creJlfiIl7 d: = rI/\i'.,11) rlfr Flfill'liliil 
z =f(:c,.II) i,-;f .'17ei!'71 rler SlIilIJJlI' da Iwir/cil ,:Ii rI.I' Will ,/,11 ,flcj,iin'Jllll'iI 
partiellen DUT'crc/ltia7c FOII ,: = /(.1',,11). 
Für die FUlldioll ':' =: (I y:: -+ 11.1'.11 - (' .'(' ];:11 lll:lll 00111 ii . 
(11.1' -:1 ('i/l)"". 
3. DHl'orontiation implicitcr Functionoll. 
\Yil'll für irgelld eill 'Y"l'Ull'pa:lr Y . .'I ,li)' Flllldilill : ---/11 ,.") 
o und g','stnU('t mall fortan deli .\rg'llllll'lllt'lI f . .11 llur lIl)('1! ,,,,kl}(, 
Veründerung'pll. dass daucl'llIl : =- /(.1'. ,li) ._- 11 ist. ,0 ,ill,l lli,']'']ur .. ll 
:c uml ,11 in g'eg'l'lIs('itige Ahhii ngig'k"it g'e,dzt. 
Für dip DiJfereutiale d.l' und d,ll hat dies die Folge, dass ,.Zll,allllll"l1-
gehörende" d,r und d,ll stets d.: == (I li"fel'll. d. i. all,führlich 
(1) ~f (x . .'Q d.r + ~ __ -_'!) ,/ 11 (' J' ( ,11 ' O. 
Lehrsatz: hol ,11 111,; Falltlioll /'1111 ,I' 
GlcidllIJI.'f / (;c',Ii! :::-::c () .'II'!II'I)ell. 80 /)(')'('1-/11/('1 
(/1)', il) 
( .I 
(/(,1 . .'11 
I -'I 
.. i))/lili(·ill'" '{'((I-/I du' 
))IU 11 "('li /ii/ii /'('/lli"I-
, d 11 . ljuotlcllfe}1. ---'- /,(')')lIiilIC 11///'11111(')' f)i(l'cl'I'lIliltliolli'1I ((/11'1;)'/(/1" d,)' :11'1,a, /I 
r/.r . 
Gleiduw!! ( J i. 
So fi Ildet lllall Z. B. bei 
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,36 XII. Differentiation ull,1 Integration der Punctiolleu 
X2 i!2 
;0 + /;2 -1 = 0 offenbar 
b" j' 
(("!J 
1Il Uebereinstimmung mit V, 5. 
4. Verallgemeinerung auf Functionen beliebig vieler 
Variabelen. 
1st die Anzahl n der vorliegenden unabhängigen Variahelen '> 2, 
so bezeichnet man letztere zweckmässig l1urch Xl, :(2, .,., Xli' 
Begriff und Eintheilung der Functiollcn /(.1'1' x~, ... , J'H) dieser 
H Variabelen wird man von den oben hehandelten FiillcIl 11 =- 1 una 
11 = 2 aus sofort für heliebiges I1 verallgemeinern. 
Differentiirt man die Functioll .IJ = f (XI' ,r2, . , " :1',,) hei cOIlstant 
gedachten (11 - 1) Variabclen Xl' "', X/;-I, x/> + 1, , .. , :rH als FUlll:tiOll 
von x/> allein, so gewinnt man die ,,1)[11'1 iclle Ableil ai/fT' lJczw, das 
,.partielle Dijlcreniial" nach Xk: 
(1) 
(:2) 
"\endert man gleichzeitig die 11 Argumente um die n von einander 
1I1mlihiingig zn wiihlender: Differentiale cl Xl' cl x2, .. " cl Xm so heisst die 
"lItsprechclHle Aenderl1ng d?l = tlf (::c l , • ", x n) der Function das zu 
r1,1'j, . , ., rI ,rn gehörende "totale Differclltia7", 
Für ,lieses toble Differential gilt der 
Lehrsatz: [)a:i ,i:{( dx l , .. " dx" ychDrcntlc tota7e DUFcrcnti(/1 il/l 
i,,{ !Ileiell rler >"tWill/!' all!'1' nparticllen Differentia7e c'on 21 =f(J'l' .... Y n), 
/1'1'/11/1] ,m rI .1'1' ,. " rI.1'", ciJ1,:'c7n r;CllOlIIIJIClI, r/chijrcn: 
, '(;f 'rI ' (: f (CI) rly = rlj(.rj, ... ,.rn) = ,-, rl.r1 +, r!J 2 + , .. + -, '-!lx,.. 
C ;1'1 O:Tz C x" 
Der Beweis ergieht ~ich durch Verallgemeinerung cler lJoi 11 = 2 
Lll Xl'. 2 befolgten t:elJerlegung, 
t;pb:t mall .r t = I]Jl (:r), X2 = 1]J2 (x), , .. , :J:" = I]Jn (x) als Func-
i ionen einer einzigen Variabelen x an, so wird dadurch offenbar 
:weh ,1/ ~ /(.1'1"'" ,I'H) eille Function von J: allein, die man als eino 
Z\lS<l1ll1ll(~llgesetzte runctiou bezuichnen wird (cf, 1, 11), 
Hier werden ,lal1n d,l'I, ... ,d,r" die zu cl,,; gehörenden Differelltiale 
d(,l' FunctiOlH'n fJlj (.l'), , , " fP" (:.I;), 
lJie FOrJlI('l (:1) li('fert daraufhin den 
T,n1!l's<th:: l~f!/ =/(,1'1' ,' .. XII) und liind Xl = I]J\(X) . ..• 
1'/1 = qJ" (,.J F/{J/('iiOI/CII rfl'l' einen '1IIIulJhünqil/cn VuriulJclen ,e. 01) i,,! 
(I/(ch iI I'illc FIO/I'lil!ll 'N))/ ,I' I/Ilcill, ul/d man bC;'cc7li1ct dic AblcihwI! ron 
!! J/((('I! ,I' II/~r (; rw/(I dcr Formel: . 
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mehrerer unabhängigen '~ariahelell. .,-
.), 
(4) 17,1./ =0.1/ . clx) + .. C,I/ . 17:1'2 (' I/ 11,/'" " + ... -i., _, . 
cl.!' (Xl clx (.1'2 clf (,I'n d,,' 
.Für n = 1 ergiebt sich die Regel von 1I, I r, wieder. 
Ist z. E) JI " '). ?! = :1'2 ,so erglebt sIch: 
elZ/ _. .' ."1- 1 llJ't 
d;c - x) . ,1 2 I/.J' 
cl ,1/ [ fJ! I (f) , 
d x = // fJ!2 (.1') . fJ!:2 (1') 
111 Uehereiustillllllnng mit Formel (1) in Tl. 17. 
5. Die partiellen Ableitungen höherer Ordnung. 
J<:rkliiruug: lVi;nJ1 man dic 
tUllg j;i der FIlJlction 1(x1,:C2,"" 
entslJringt rlic dHrch: 
lIach Xi [lCIIOJII1J/Clle partieUe AlJlci~ 




zn bezeichnende "partielle zweite Alileitnll!/;; (lIJicil/wfl ;"iCeilcr ()/"II-
mmg) 1/on 1(:1J), •.. , :1J n) nach (Ti w/(l ;('".HlltS]il'cc/wllll d/:ti iI ir! milli rI il 
partielle dritte Ab7citw/!/ f";:',., .. , ')'1 11. S./C. 
Dei einer Function ,Z: = 1(.1',!I) zweip!" YarialH'I"1l hat Il1al1 tIPI11-
nach zuniichst die vier partiellem zwPitl'lI Ableitung"ll: 
Bei delI eleJJlenbl'I'J] FlIllctioJ]f'1I gilt dl'l' 
(:2/ 
( /1:2 
Lphrsatz: Dus J>Jr!lcbniss II/(;/II'I'/'I'I' 11/1111 ,.illlllllll}' tl/l",'I"iild,)' 
])!ll'cl'cnliafiollcn nach 1"crschicdc)/cn "trililm/'llfen i,-:I (Oll !ltT !i,'i/II'II,1;'(:II-
tlicser Ditj'crcilfialiollcil lf)wl!ltiiJ1fll"r/. 
Um z. B. die Tdentitiit der lH'idplI Flllll'liollt'lI /:;1 IIll1l .I;;~c zn 
beweisen, nehmen wir an, da,.;s für alle hi,'l' i1l Bl'traeltt kOllJlllI'llIlt'll 
WerthfJ der Argumente /, f:, .I;;, /':;1 und .I;:,. l'illdl'utig uIHl "tl'ti!.r siJld. 
Zufolge YJI, 7 gilt nun, falls F(.!') Silllllllt. der j.lJll'itulIg F'('I 
im Intervall von :1' bis (I' + 71) eindeutig ulld ,;tl'tig i~t: 
(3) P(.r + 71) - P(.I') = p' (.1' + {rh) , /i. 
Man trage in Formel (il) eiu: 
F(J') =,/(.1', .11 + 7 .. ) -f(.I', !/). 
bei const.nnten V uud kaIs FUlldioll YOIl )' allein bdraclttvt; 1I1Hllll:1I1 
findet a nf diese 'V eise: 
1'(.0-1-1I,,1/+k) -f(.! I 71,.1/) -f(.I',,11 i , .. ) f(.I'"I/) 
= U:(l+,'rli,l/+k) --/,'(.1 +:)-It.!I)) ,/" 
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ci,., XII. Diff~l'enti[\tion ullll Integration ,kr l'Ulletionen 
\r endet man die Regel (Cl), für !f und k an Stell,' Ylm ,I,' und h 
geschrieben, Huf dlln Ausdruck in <ler letzten Klmumer an, SI) folgt: 
t'(, + 11, iJ + I;) - fex 11, y) - f(.'·!f - I;) - fC,.!J) 
oe:-: ,t,:'" C,' - ,'1 {I, !I -L- W /;) . {, k. 
Xun kllJll1 man aber <lie vorstehen(le ltec:llJlung auch in (ler ~~rt 
ausführen, dass llHIll erst .IJ und dalln ,J' als val'ialH"l albi("lJt: (!' findet 
sich so auf ganz analogem ,\Yege für die liJlke ~(!ite der Idzten 
Gleichung: 
t;', (.1' +- {t" {I, .'1 + {t''' I;) . {/k. 
Dieserhalb muss dip Gleichung 1)('stehen: 
/:;1 (.1; + ,'1 h, .IJ + {t' k) =--= j;;:, (f , {t" {I, .'1 D'" I,'), 
Lii.sst man hier hund 7v gleiehzeitig his I) alllll'lllll('II, ,'<I fol,!!t. der 
Behauptung entsprechend, f'~~1 = f;;',· 
3,' ,L 'I 
SO findet man z. 13. für z = i; ,1,1 i/: - c " tlwtsileillidl: 
(' xe iJ 
:3,1' -+- 1/ 
30 J;!I" - :) c ' . 
6. Die totalen Differentiale höherer Ordnung. 
Erklärung: Sicht mim tlllS ,m (b; lind <IV !Jeltüri!le totale lJiffe-
rf'Jlfia/ rI~' cil/I'r F/{J/(;tiOi! ,2 = f(Y, ll) als Fa!1ctioli con,l; /t/l(l II ({Ilein 
11/1 /(/II( /Jercc71!/f't ()II dic~c)' Fnnctioil d,~ das tota7e Dijj'crcntial fi(r die-
,'ii'IIJ/;iI lJi!I'aeiltilf7c r/.r: Ilml cl!1 der" Il'fl1tIJlC!ltc, 80 cilt.'ijJrinqt dw:, zu d x 
/llir/ d,'1 (1I'//I'il"l'I/({1' "tofule IJUl'crc!!tiu7 ,m;(iter ()n{!ll(}uj"" rI(d,::'! = (/:!,Z'. 
j';iI!"Llf",'hc}/(! r/et;J/;r! !!III!I dir; totalen lJUfcn}ldialc der ,'; i I"" 11. ,'i. 'W. 
(irr/II/lllfi r/"'z', (/1 z, ... 
~aeh delll filii ~I'hlusse von };l'. :.! aufgestellten Lehrsatze folgt: 
" 1'1' r(tI,:) r(r/,:) d-,~ = ( (I ,,) = -,-- rI.r + -, - rlil. 
('.l' ( il 
Si(·ht man aber, der Definition vnn d 2 Z gemäss, in dem (lurch (3) 
~r. :.! ('ntwi"kdteu Ausclrnck von il,:' 1mr JJ hezw. !I hei constantell tl X 
une! li/I als variabel HI1, so ist: 
'/) "I' '(2 r ( \f ,: - ("] Ir' : d ,!, -~ -- (f2 (" " ([li (,I' , 
f(IL) (:2f, cOf 
-,- = ,-' (7,r; +, dlj. 
C ,11 ( ,I' ( !J ( !l 2 
l' 11\1'1' Dl'llub:ung (les letzten Lehrslttzes voriger X ummer er,giebt 
sidl somit: 
(1 ) '(:2f (2 ( '( 2J' d:! ,: --::, d x'! +.) , I l +, {'' 
( ,1'2 ~ ( ,r ( !J 2 ( /1"· 1:,1, ( .'I (' /1 
.~llgenll'ill gilt deI' 
L ehr satz: f)1/,'i ,:11 rI f llild 17,1/ !ll'liiir('!/(le foll/lc lJUJi:rclI!illl 
n/'" ()n/I//Ii/[I rla F/IIII,tilil/ ,: == fp'. /f) "fc71f "ich mit JIiiUc dcr in 
11/, :; erklrirfl'!/. Jiill/Ji/liltlcoij)iciciltciI der n Im POtCiI,:; iil der Gcstalt dar: 
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mehrerer unabhilngigen Yaria1Jelen. 
-- (~) CiJ'n~':c i/~ d,t"-2 ({ /( ;- ' .. I (H I' -'-dll". ( ,Ir" ' 
lll'l' Bn",'is "ir!l durch den Schluss der .• volJstiinc1icyen ]lHludiOll" 
" '" geführt (cf. I] I. .l). 
Ist ,lil' ]-'()rlllE"l (:!) für 11 richtig, so berechne man nac'h dem 
Scblu,..;ssable V()II Sr.:2 das llifferelltial d(dH-z) = rlH+I,Z" indem Ulall 
die Snllllll!' t!,'r partil'll"ll \)ilf('I"t~lltiale (l,~]" rechten Seite von (2) bildet. 
un!e!" Jlelliitzillig t!,,!" el"sten FOl"ltlel (2) ill 111, ;,) gewinnt mall tlie für 
(Ii 1- I) s!,d.t. 11 gebildd,' Formel (:2). s() dass sie auch lloch flir (11 -f- 1) 
gilt. f)'l Forllll,j (:2) ab"1" ill (1) für 1/ c-::: :2 wirklich bewiesen ist. so 
gilt si,· ,dlg"III!'ill. ~ 
Die I ""in it iOIl ']"1' total,'n Ditrerf'ntiale höherer Ordnung einer 
FUlldioll ,11 --= /('(1' J'2 •• ·.' ,rH) von 11 un,lbhtLugigen Yariabelell :rl .... ',fn 
wird IlIHll ]lrlClt Analogie ([es Falles n = :2 sofort vollziehen. 
jJs tobles Differentinl :! tn Ordnung merke m'lll an: 
7. Die Taylor'sche Reihe für Functionen mehrerer Variabo1el1. 
Es seien u, I! redle YnriaLcle und /(/1, r) ewe Flluctioll derselhell: 
,laun ist: 
filii = -'- d /I" -I- --, -,'---- rI If.II-l rI /' --- rI ( . ( 11 ( ("J/)' ('li ( ('J/i H 
(/I" 1 ('/I" -lrll' (r" 
Die zuniichst willkürlich zu wiihlellde1l d /1, d /" sollen jetzt tlie zn 
rlt Q'ehörellclen Differentiale der Functiollcll /1 = ,I' + 111, /" ::c-c- .'1 -1 1 .. 1 
seü:, wele he letztere llwn llei constu nten ,1', .'1. Ii. ". in _ \ bhiing'i,Q'kl'it. 
von t bl'hachte. 
Da sich hier d /( h cl t, cl /" = k d t herechnet, so gilt: 
({ n,!' "" f' ", n n t' ( 11 ( (l) _{ _' lt" _ ~ (11) _(_._ /1"-1 k + '" + -' /.'''. 
di" (11" 1 r/ln-l('r (rn 
wobei links f nlR FUllction ,Oll t allein gilt. "iilzrellil l'cchtrl' Iblll].I 
als FunctiOl1 VOll n und /' partiell zu diü'crelltiiren ist. 
Um die rechte Seite von (1) wcitl'r Ulm:ngestnItcll, hdrndlte 111:111 
all"in :r: als variahel und diHcl'Clltiire ./ partiell nach y nllf (;]"]11Id dl'l' 
Hegel !leI' ])jtl'erentintioll der Function einer }"unctinl1: ('''; folgt: 
Pi cf ( /{ Pf r' /I 1 
-
- --
weil ' ,-(- ,e (;1(. (.I' (- /1 ( .t' 
ist und /) von ,r unahhängig ist. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00043169
40 XII, Differentiation uml Integration der Functiouell 
Durch Fortsetzung der gleichen Ceberlegung findet man allgemein 
enj(n, v) = cn jeu, v) und daraufhin nimmt die Gleichung (l) die 
exn-köyk O~tn-ke uk ' 
neue Gesblt an: 
ä"j(U.l:) = ö"j(u,v) h" + (n)~,!J~'~) hn-l7v + ", r-" ( u. (,) , . ' , 1''' ( .1/" ,. cl tn 0 x" 1 0 x" -1 011 
In dieser für jeden Werth der Variabelen t geltenden Weichung 
nehme man t = 0, wobei lt = x und v = 11 wird: 
(2) (Cl"!) = on j(X,lI) hn + (n) ~nj(x,y/) hn - 1 k + '" -\ '("/(,1',.1/) 1,'/1, 
elt",I=O cx" 1 OX,,-lO!J (.11" 
eine Gleichung, auf deren linker Seite erst nach ,\usführnng <1\'1' 
n-maligen Differentiation t = ° zu setzen ist. 
Nun entwickele man andererseits f(lt,v) als Functioll von t B:lch 
VII, 8 in die Mac Laurin'sche Reihe: 
+ (djelt,!!]') . ~ + ((/2f(U,T») . ~ L f(u, v) =f(x,y) clt t=ol cW t=01.2' 
(
cln - 1 f(n, V») t"-1 
", + cltn - 1 t~o(n-1)! Rn. 
Für lIas Restglied R" findet man nach Formel (2) in VIf, :3: 
wo {~ eine dem [ntervall 0 < & < 1 angehörende Zahl ist, 
Hier ersetze man die einzelnen Klammerausdrüeke rechter H,lll\l 
durch ihre in (2) herechneten \Vel'the, trage aber so dann t = 1 ein: 
. . ,(Cl (x, 1/) (lf(x,IJ) ') (3) !(.r+It,I/+k)=t(x,,II) + -'-,-' h--\- c' "7 .. +'" 
. . . eh; c y 
.,. + 1 fon-If(x, Y) hn - 1 + (n - 1) en--1f(x, 11) 71"-17.: _L ". 
(n-I)! L OX"-1 1 (-)X"-20:1) 
+ '(;n-lf(x, JI) 7.n-1J + ,1' • •• . Iv lH~ C yn-l _ 
Die Gültigkeitsbedingungen dieses Ergehnisses folgen aus cleB('u 
der in Benutzung genommenen Mac Laurin'schen Reihe für /(11,1'), 
sowie denjenigen, welche den Entwickelungen der voraufgehenden 
.:-Iummel'n zu Grunde liegen. 
Lehrsatz: Ist die FUIlc/ionf(x,?/) summt ihren lJartic77c}/, AI17f'i-
tllll.,l/cn bis ,,'ur n Im Ordnung inclusil'C für allc hicr in Betracht !;Olllil/CJU!I')/ 
llcrtllsy:;tclHG der Arynmcntc x wul !J eindeutig wld steti!/, so hisst ._ich 
j(.e t- 11, ,11 + k) in Uestalt der durch (8) f/c[Jcbcncn "Ta,lflor'sehnl 
Reihe" !loch Pofel/zen i'on hund k ciltwickeln. 
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mehrerer uuabhiingigen Variabelcn. 41 
Das Restglied Rn ist direct gleich der rechten Seite der Formel (:2). 
nur dass in den fertig berechnetell partiellen Il 1('11 • \ bleitullgcll die 
Argumen1 e x, .11 /lU ersetzen sind durch x + {T lt, .11 +it k. 
Die lTebertragung der vorstehenden Entwickelung auf den F;dl 
Bin er Function vou mehr als zwei Variabelen volhieht sich ohne 
Schwierigkeit. Als .Anfangsglieder hat mall dallu: 
(1) /(1'1 + lt l1 )'l + lt l ,···, :1'" + hn ) = f(.t'l"'" ,rn) 
( 'rU' Cf) 1 (Clf , ("I " + " lt l 1-'" +' Itn + - -. _'_,,11[1 + '" + -'" li/I (;1'1 1.2 (:r l- Gor" 
('1 f ' ?~ l ' ) 2;-,~:-,,-!llh) + ... + 2" " Iln-Ihn + '" 
('.('[('(2" (')',,-IC:l'n 
Hiur gelten überal1 da, wo dip Function f ohue .Argumente ,~'t'­
i3chricbpll ist, :1'[, .•• , x n als solche. 
])en Ueborgang zur "JJIac [,wurin'schen Reihe" für Functiollell 
mehrerer Variabelen vollziehe man von (3) [uud eutsprechend VOll (-+)] 
aus, indem man x = ;1/ = 0 setzt, hernach aber statt hund 7.' wied,·r 
X und ?J schreiht. 
8. Integration zweigliedriger totaler Differentialausdrücke. 
Erklärung: Sind rp(x.y) wul 'lj; //) neti Fllnctiollcn !leI' ({/II 
einander una[J/i(ingi[/cn Val'i((!)(:!en ,T wltl /I, so /;c.~cic7l!lcl )J/(III: 
~ rp(.I',!Odx + 1jJ(x,?J)dy 
im "Im:cl!7lllis ((11 .\-1'. :! :itcf" dllllJ/. ((7s eill "fotale,-; JhjliTi?lIlilll'" m!,'/' 
eiw:1I ,Jot/den (1~'(}77stiil1di/,cll) DUl'c/'cldia!lI1lsdnu·!;';. Jid!" ,~i)/,' FII)/('li()11 
z =-f(/',,II) c,ri"tirl,fi;r 1(;1'/1'7/1': 
(1) 11:: ==-- d/CLI/) - r:p(Y./I)dl' I lJ'(I,ll)d,l1 
::lltrUrt. Dies!' Flwdiol/..I' (.I'. lti 1/I~i",,1 ulsd/(//!I ,'ill .. !ull','lm/·: 
n!tl'crclltilll.s (rp!lx !- 1jJ dill . 
. lUS (1) würde sich vermöge on :\ r. 2. 80wio \' r. ;) prgpJ,pll: 
(1/ . ('f ( ~( ( cf! C lJ,' 
cp (.1'. '1/) === -;--, '1./.-' (.I', /1) == ~, ,-
, (,1,: ( ,11 r.l' ( l/ C /I 1 ,i' 
Ll'hr,qatz: Die llia an dritter Stelle .I11'!U()j/)/cl/c lJl'(lill!III//!t: 
? rp er· /[2 _ r!i' Cl'· ,1/) (2) (!I rx 
ist )//(n nield j//(}' l/oflllVClldi!l, so}/dern (lllcli liill}'ricllelld r!11(iir, dll,'" 
(rp d,/? -1- 1/Jd,l/) eilt I'ol/stiil/di[lr:s ]Ji!1'crc}/tiIl7 ist. 
Iu der Thnt gelingt un1cr der ßellillgnng (:l) dit' .\.llg~illl' ('ilJ(''; 
Int,·gl'als f(x,,II) [tui' folgen<lelll \Yege. 
(' f' . D[t . .' glmch rp (.1'. /I) selll soll. RO folgt. wellll llJ[t1l rp bei ('(lll~b 111 
c'.r 
gedaehtelll ,1! nach ,I' iutegrirt: 
(3) 1'(.1'.1/) =j'q, d.l' 
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-1:.l XlI, Differentiation und lntt'~l';l tion der Functionell 
An Stelle der "lntegrationsconstantE'll'; ist hier die ,on /} ,dlein 
ablüinge[Hle I'ullction X (I}) zn setzen, da ,on derselben nur {-nab-
hiingigkeit von der "Integrationsv,lria helen;; ,1', aher nidü ,Oll ,'1 zn 
fordern ist. 
Es fragt sich nun, ob man X (1/) so bestimmen kann. dass die 
<lurch (Cl) gege1Jene Function fex, /!) (1<1s gewünschte Integral ist. Hierzu 
. I d' 1 C, f 't l b I' t' ist. hlllreichend und not lwen 19. ( ass -;- lUl· (Cl' gege ellcn 'une [Oll 
( .11 
ljJ (x,,I/) identisch ist: 
( ') cf,' , C I I 1_ cl X (I}) -t - - li' - - rp I i' T (' !/ - - O!}, ' tl ,1/ ' cl X (,1/) ( J' - d,ll = 'ljJ - -:;1, [pr/x, 
Damit die letzte Gleichung miiglieh ist, muss ,\Uf ihrer rechten 
~eite eine Functioll von !} allein stehen. Dies ist in der That der 
}'all; denn die Ableitung nach X des auf aer rcchten ~eite der letzten 
Gleichung stehenden _A_usdrucks verschwindet zufolge (:.l): 
------ md-r=-,--c- - mdc =-_----=0· '( ljJ 2
2 f - Ci W (: (Ci j' ) (' 'ljJ (rp 
(- '/' C !! cx 't" (. ;l; (.!} X X 't'. cx (. y , 
dieser Ausdruck erweist sich somit als von x unabhängig, 
Der an X (y) gestellten Bedingung genügt somit die Function 
(:J) XCI) =,J['ljJ - :1//rpÜX] cl!} + C, 
WI) (; eine VOll :I; und 7/ unabhüngige Grässe ist. 
Ulll'I,h Einsetzung dieses Wertll(~s von X (,lI) in Formel (3) gewinnt 
lJl'l1l als ~Jlltl'.r'J'(f1 des !otlüen lJU!el'cJlfial" (rpd,r;+ Wll!!)",: 
(ti) : /(.1;,?J) =J'rpliX +J'l'ljJ _? fep d~l cl!} + C, 
07/ , ~I 
Cl\I<' Formel, welche in der Theorie der Differentialgleichungen )lur 
\CCl'wPlltlung kommt. 
9. Differentiation und Integration eines bestimmten Integrals 
nach einem Parameter. 
':\In 11 verstehe unter x, !f. ,Z' rechtwinklige Raumcoordinaten und 
zel('hn<' in der ~'Y - Ebene clas ll\ Fig. Fl scharf umrandete Rechteck, 
11I'"sen ~eitcll r1urch die vier 
Gleielnmgcu y u und 
,,' =-: b. ,1/ -:=- C uml !/ = d 
dnrgcstcllt sinel. 
Es sei ,;' =-c rp (f, l/) ellJe 
.,cll'lllenbl'c" J-'undion dlT 
\~:Il'iabel('l\ ,l', l/. welche für 
,d1" VOlil Inneren und vom 
Hn IlIle r1cs Hl'Chtccks gelil'fel'-
t"1! Werthsysteme ,/', y em-





lllehrerer UHa bhiingigcll Varia belcn. 1" 'V 
Das Yolumen clesjellig'C'll Raumtheiles, weleh,'l' <lurch (lie viel' 
"Ebenen" x = ({, .1' = 11. Y = c, /1 = d, durcli die ,J'!I-EI/ene, sowie 
<lurch elie "Fliil-he" ~. = rp (.r.!J) eingegrenzt wird. lwisse 1'1). 
Zlll' Bestimlllung von V zedeg'e lllall das Hechteck (lurch zwei 
S:'steme von Geraden. die znr ,r-Axe bezw. V-J .. X(' parallel laufen, in 
unendlich kleine Hechtecke. Dns einzC'lne dieser Hecht.'cke, dl'.,sen 
Flilchellinhalt (cf. Fig. 8) ,!..deich r/,i' dil ist, lil'fert für das Yolumen rein 
Prism" vom Ra l1minhalt ,z· dnl!/. 
::'Iran h'W' llHll znniiehst lwi eonstantPlll :I; nnd rl ,I' alle unendlich 
kleinC'll Hcehtecke ;( n ein:mder, die dcn in Fig. ,,", sdmd'firren Streifen 
ed'üllclI. Letzterer liej'prt vom r 01um8n I' ('ille Scheibe des Inhaltes: 
" rl (j',Zdil)dX = C/q;(X,/I)d/l)d.r, 
wobei für COllsblltes ,1' untl d x nnch ,11 zn integrirell ist. 
Illdelll wir den auszumessenden Haum aus unendlich vielen Scheibell 
(lieser jxt aufbauen, ergiebt sich: 
7/ 11 
(1) V = j(j'cp Cl'. iJ) d/I) (U. 
:;\Inl1 kalln jedoph auch so vcrfnhrell, dass lllan dP11 i11 Fi!..!'. 8 
nicht 8ch1'nfririen, zur ;1'-"\xe parallel laufenden Stn'ifell z\lllii('h~t an~ 
ul1('YHllich klcinl'n Reehtecken <tllfhnnt. u. s. w. Fi'lr V ergield, "ie!t 
dann: 
(:2) 
wolle i für dip inllere Intl'gration !I als COllsbllt. ,!..!iH. 
Durch Gleichsetzung der heidell fiir r erhalt(']]('n \\' pr! lw fnlp! rllT 
1,e111'8at7:: 1,,1 cp(.1',/I) eiJle el!'IIII'ltlll/"i: FUi/di,,)! ('1))/ ,r uml /1, 
1/"I'Ic/w inr Illle den r~JI!llci("III(}I!I(,1I ({ < .(' ::::;; /I. (' < II < d f/f'llii!ll'lu{e)/ 
1Ii.TtTiSi/8fclilc der Ar!lulllelllr: ,r. iI !'iwlf'lIlifl /(1/(1 "tdirl i"t. :,f/ i/il! (li!' 
r;!cic7l1til!l: 
Unter Aufgabe dE'r bi~h('rig"n gC(lluctrisehen Deuhu(p: ,"(i]i ,e lllld 
iI wechseln wir die Bezeich1l1l11g, iIH]cllJ wir }I sbtt /1 schrcil)('l\, uml 
!lennen alsdanu Jl einen in dpr Functioll cp enthalt,'ncl\ SO!..!'('Il:lllllkli 
.,lIllbc"liIllJ/ltCi/ oller (urilll)!'lcn l'{(((IJllc!cr". 
') :'iach Allaltlgie ,Je,!, in VI, 10 bei der Quadratur ('1"'lll'l' ('llrn'll 111']"\'01" 
getretpll('.ll Y crhiiltnisse ,;jJl(] ctW<I, untpl'lwlh <1l'r .I' 11' Eh'lle ~'('I('gcl\" Tl",i 1" 
des fraglic.hen Y"lumens bei Bestimmung der ;)Lmssz<lhl I' 11!'fI,iI ir ZIl rc<'lllJ('ll. 
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44 XII. Differentiation \1. Integration d. Functionen mehrerer una bl!. Varia bp len. 
An Stelle der unteren Integralgrenze c setzen wir die COHstwdc 
1)0, während die obere Grenze cl = P als unbestimmt oder wI"ia1Jc7 gelte. 
Die Formel (3) lautet nun: 
und liefert den 
Lehrsatz: Ist cp eine F~t11ction von x mit dem l'al"w)/cfcr p, ,iO 
ist das zlcischen den constanten Gren,,'cn (( wut b genolJ1/1lc!1I: IJltcqm/ 
des Differentia7s cp elx eine Fwzction von pallein. Cm 7etztere nacll 11 
zwischen den Grenzen Po ttncl p zuinte[ll'ircn, ist es er//lu/Jt, dil: Il1tl'-
gration nach p ~tnter dem (mf x be,z:ogcnen IntcrJralzcidwn an cp (:I'd»:'( 
vollziehen. -
Aus der zweiten Formel (3) in YI, 7 folgt, dass allgemein (li!' Ab-
x 
leitung eines Integrals j'CP(X)dX mit variabeler oberer Grenz:e ,e nach 
(( 
dieser Grenze gleich cp (x) ist. 
Durch Differentiation nach p folgt somit aus (4): 
Tl lJ 71 
(0) . :1) j' (j'cp (X,P)dP)clX =.!'cp (r. p)dx. 
/I }JI) Cl 
Nun sehre'ibe man wegen der variabelen oberen Grenze 1': 
1> 
j'cp(r,ll)c7p = 1);(x,]) 
Po 
und findet durch Differentiation nach II hieraus: 
( . ) _ o1);(x,)!) cp .I,p _ . '. (j! 
Ersetzt man in (5) rechts nndlinks cp durch 1);, wechselt sodallll 
aber wieder die Bezeichnung Ij! in cp aus, so ist: 
(0) c cp 
Lehrsatz: T"m ein 1Jestimmtes Integra7 )lach einem unter dem 
,hlfe.lll'a7zl'ichcn /'or/,'ommenden llnl'allletcr J) ,zon ilUf'crentiil'en, ist es cr7a/(7It, 
dir: n(tl'crcnti((tioll uuter dem Intc.qra7zcicheJ1, d. h. zuerst (COI' der 11/11-
[/ration) CtlI,~.:lffü/II·CI/. 
Zusatll: Es iJi/t hier libera71 die All1whlllC, dass cp sowohl iJl .l' 
wil' in }, eil/e "deli/cill((re" Fundion ist. Ucberclics set.zt äer Be/fci., 
/JOI'lIlf.';. r!lfSS /iil' lilie TrcrlllclJaflrc 'roll, A)',rJltment Ulul Parameter, 'Welehl' 
fI/1Irr/wl/) (I /II/(/ {, {woll'. imlcrlwll> ])u u1II1 plierlen, die Function cp (.r.ll) 
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XIII. Maxinut und ~Iinillla der Functionen mehrerer Yariabelell, 4:') 
Uiir Formel (4)J rcsp, die Function CP~)(X,lJ) [liir Formel ((i)! eill-
I(cutir; 'UI/d stctip ist, 
TI eis pie 1: ~ ach der in XI, 6 befolgten Methode gewinnt man 
vermöge zII"eimaliger partieller Integration: 
f -lU, 7 psinx + cosx -1'0' C SI!! X ( X = - + ,c' 1 p2 
Ist JI > 0, so ist es nach YT, 8 erlaubt, die Integration VOll ,I' = 0 
his ,:C = CF) auszudehllen, da die rechte Seite für lim. ,I' = CI: wegen 
(lp~ Exponelltialfactors der Grenze 0 zustrebt: 
I) 
/
' -lU" I 1 c "smx(x = --_., 
1 -+- p2 ;) , 
Durch Integration nach)! folgt für Po > 0 und p ,> 0: 
co 
I 'e-pax ~ e- px ----.---'siJl:l'clx = aJ'etpp ~ ((}'(;tl!LJ,,, • X ' 
" 
Wo rechts die "lIauptll"erthe;; der Function ({re t[! g!:llleint sind, 
Diese Formel lJleibt nun, wie lllan leicht zeigen kan11, au('h fül' 
I im, jJlI = 0 richtig, und man kann alsdann überdirs lloeh zn 1'0 J/-«' n, . .., 
dip Int('gratioll ill Bezug auf Ji his :mr O!Jf'l'l'll (;1'(,11Z(> ]I =c CFJ ;1118-
(ldlllcn; es crgieht sich dahei: 
17) 
XllI. U a p i t c 1. 
n(lstimUl1Ul~' (lcr ::lIaximH und JUiJlilllll ('iJH')' 
Fnnetioll mchrcrcr YHria 1,..1('11. 
1. Die Maxima und Minima einer Function /(.1, .1/), 
Erkliil'llng: J.~'~ 8077 in der Y/f-l"{iI'//(' u)l11'/' d,'( .. 111;,1,,/,'1' {'111-
!I"/I/(I/I( orfer kur.: 111'1' "CII/!/C/!I()I,!/"' I'il/I','; PUllkle.' I' der (:ool'lIil/lIll'Il .1',/1 
dir: Fl!iclu, cilics (!Il(((lmfI'8 mil !lI'))I J/i!ll'l/Jilllf",' l' 111/11 Illil :11 '("/1 
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4G XIII. J\Iaxima und :\Iinima der Funetionel1 mfcltrerrcr Y"riülc!<:lL 
Axcn parallelen Seiteil 1'ersfanclcJ1 Iccrclen. d".s:<eo Scilculii/u/I' :.! () ist: 
17abei so77 i5 je )lach T'mstiillclen (j)'ih;s~/' 0(71'1' U,'i)II')', r/lm' .,ll'ls > IJ 
!jcwiih7t wcrdcn. El1t,;prcclwJld I'crdeht mClII ctllstmcl Iwll'/' der" r//'(Ic7i/ilu/ 
des lYcrlhcpewrcs :1',71" den ]nbcqrifr etller lI'crtl/S!I.sfcillc rll'}' j'({/'iauc7I')I. 
~oe7ehe 1'011 den P/())7dcJi (I es cucn gC!1[t)/)/fclI (tUililmfc;3 ijCli':li'rl /cullen. 
Die Umgebung von :c',If wird somit von allen \Yprth,yste11wll y /i. 
y + k geliefert, wenn man hier hund 7: alle (lie Be(lingungf'll: 
(1) . - ° < h < ,-;-- 0. - () <--- 7 .. < L Ö 
befriedigenden \Verthepaare 71, k tlnrchlaufen Hisst. 
\Vird weiterhin ausgesagt, d:lss "i11 der Ulilgehullg" <1,'S \\'f·rtllf'-
paares x, y irgend etwas zutreffe, so ist gl'lIleillt, rI!!S;; ,',iel! ,'il/l' r!1/r-
(lrti[jc CIII!lelJlOl[! ,tixircn hissi, '/.·on /rclc//!:r dir; ,1i'IU//il}II' AII;;;;!!!/" I/i/!. -
Die Functioll f(x.!J) sei in der l;mgdJUug <11'0 spI·,.i,'lIclJ \Y('rtll-
systems ;1'. y salllmt ihren hier ~ur VerwelH1ung kOlllll1C1Jl11'1I l':lrtiell"ll 
Ableitungen eindeutig und stetig. 
Erklärung: ~1Ian sagt, die Panctioll f(x.,II) wen/eIn)' da" "l)('cicl/(' 
TVertltsy::;tem x, V ,;:u einem Jlaxilim/l1 (JIinimwlI), f((lls derz/((!e!ti;ri,'/c 
Hwctionswcrth f(:;:, V) ,I]/'iisscr (kleiner) o)s ~,(t7)c" iilJrigcl/ ill der 7'1/1-
,IIclJUI1!! Ton X,!! eintretel1den PllncfiOJlslcertllC ist. 
Es muss somit die etwa durch L1 zu bezeichnende Differenz: 
(2) L1 = f(x + h, y + 7;) - f(x,!J), 
falls ('in l\JaximulIl (l\linimum) vorliegt, fLlr a77e gemü:-;s (1) ge"öhltell 
\" cl'thcpanl'u 11, k ausser h = Iv = U kleiner (grässer) als 0 sein. 
NUll lid'8rt die T a ~'l 0 1" sehe Heihe Cl) in XlI, I für I/ = ci: 
'wohei H,: ans viel' cli'l Factoren h:i, 11. 2 7;;, I/ k 2, k:; entlwltellclpn Glil'tlern 
ilUSaIIIllJl'llg'l'sl'b:t erscheint. 
\Yen11'1I h llna k (hei r.Ollstnlltelll .1',11) gleichzeitig' uneudlieh klein 
von I'l'stn OnllJullg, so win1 die erste Klammer in (Cl) rechter Hand, 
sofern nicht f~ ulJd .I;; zugleich vel'schwillllen, lHll'ndlieh klein vun 
erster ()rdnun,~.f und die zweite Klammer sowie B.: werden (unb·r ent-
sprccheurlem Y orbchalt) unendlich klein VOll z"eiter bezw. dritter 
Onlnllllg. 
Mall schliesst hicl'au~, dass, falls nicht f,~ und f!; zugleich Vl'l'-
schwindl'Jl, 1ei genüg(cn<1 klein gewähltem 0 dns Vorzeichen von L1 mit 
dcm von U: Ii + f!: k) ühen·instill11J1t 1). 
NUll g<'lIügen mit h uml k [luch lt l = - hund 7/ = - k dnl 
Hedingungl'll (1); es ist ,tber (/;11' + j~:k/) = ,- U:h -I .t~;7 .. ), so 
1) Vi" RchlnRRweiRI' ,]eR Textes wi1'll man leicht fluRflihrli"hcl' (Y('stalt(,lI. 
I,t, z. H. f~:> (), so hat man hü' die Ditl'erenz ,/, 8<lfel'll nmll h ~"::' 0 1l11ll 
/.' = Ii I setzt, die l),m;tellung LI :=-, Ii [J~ + /f,'/ + '/I, wo '1 eine ~flhl ist, 
die mit. " die Grenze (I hat, lI, s. W. . 
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XIl L )[axima uml :Uinima der Yl111ctionen mehrerpr Ynriabelen. 47 
dass Li nur danll in der Umgebung von x, i! von einerlei Zeichen sell! 
kann, II'CIlIl • 11 11 cl f~ z'lI[Jleic71 t'Crsclllcillclcll. 
Trifft dipse Bedingung zu, so wird das Yorzeiehcn von L1 in der 
Umgehung von x, 11 mit dem von: 
(,1 ) 
übereinstiwmen. dass selhst 
bei Geltung der 
hleiM (cf. I, 1). 
Bedillgungen (1) dip ret'lle Yariabele ~ unlwschrilnkt 
Der ",",us(lnlCk U) geht dalln, abgesehen VOll dem 
llicmals llegatlYPll Factor ~,2, übel' in: 
Ist dil'ser Ausrlruck für al1l' reellen 'Wertlte g npgiltiv (positi,-;. 
woul'i für ~ = Cf) (dcm ,r edhe I .. =- 0 entsprechend) das Yorzeiclll'n 
durch f~x geliefert wird, so liegt wirklich ein Maximum (:\Iinimulll) 
vor. Dagegen ist letzteres llicht dcr Fall, wenn der Ausdruck (5) fül' 
reolle g theils positiyc theils neglltive Zllhlwcrthe mmimlllt. 
Da der Ansdrnck (G) eine "tctiflC Function yon ~ darstellt, so fold 
hieraus, dass ein Maximum oder Millimum YOl'liegt, falls die durch 
K ullsetzen des Ausdruckes (il) entspringende lluadratisclw G!ei('llll11 g' 
für g imaginäre vVurzeln hat, dass iudess wedel' :Maximllm lloch :\filli-
mum eintritt, vrenll diese Gleichung reelle und yerschipdelle "-11l'Zl']1l 
besitzt. 
Lehrsatz: So77 die FUJ/ction /(,1', il) fiir d(/,.; ,'})(,1'/1111' 11'(TIIII'j)({()( 
:t,11 zu e/i/em J1Ia,ri'/ll1l1ll oder J/iilim1/iil Il'lnll')) , ,'0 mii",'I')/ die /It'itl'i! 




deren Au/lij,,/I1I!1 /li/dl .1', ,11 "o/!/it ((Ile mij!llir'llI,r 11'1'i,,1' I,il'r i/l !J,'lo/lj,( 
/.'O/Jllllcl/((en lrertllcj!w( I'C .I', /1 "'clIlIeil lr'II/·I. 1"I,IIi /' du,,,; (il/: I I/li l'iliI)' 
;", iI Il'ciff'},: 
(7) ( (~r y ('~/ (~ r (~/, "<-::::--- I). Cf:!. o ,1/~ 
so tritt ein Jln:riJ/lll/l/ (Jlillilil/IIII) der FU/lcfioll fr y.,1I) eiJl, jl' )1/(1'//111//1 
'(;2 f < () oder> () ist. Gilt r/a!fl'!leil /iil' das /nuI7iclll' 1'1/111'1,0: 
d,T~ 
(8) . "/)' ?"/ (2/ ( (- - ~ n. (-,/('/1 r,,1,'l d,l/' 
so tritt bei dii'cm)/ P(//rl' ,1', il /I.'cder (~il/ ..1lo,l'illllllll )/",), ('i/l J/i/lillill/il (i/l. 
Ist /;'17 - /'::'./;;-/1 c= 0, ()lw" lbs" /'::"/,:"" .1;;"1 znglt'i('h Yl'l',..;..]mill-
den, so ('rfiihrt der Ausdruck Cl) zwar kt'illl'll Zl'i('h"llI\'('ch,,'l. Y''1'-
schwilHlet jedoch für eillen 'Yerth~. }'i'tr Lliest'lI \\'('rlh ,illd d:lJlII 




48 XIII. ::\Iaxima und Minima tler Functionen mehrorer Yaria lJelen. 
Auf letztere ist auch in dem Falle zurückzugehen, dass 
f)/v zugleich verschwinden. 
2. Geometrische Deutung der Maxima und Minima einer 
Function I(x, V). 
" y, 
In XIV, 3 wird gezeigt, dass die "Tangentialeheue" der durch 
z = fex, V) dargestellten Fläche für den Berührungspunkt von clen 
Coordinaten x, V, z dargestellt ist durch: 
('I ' () ( (1) . ~ - ?: = (g - x):-I (1) - .11) -(j' • , 
cx iI 
unter g, 1), ~ varia bele Co ordinaten für die Punkte dieser Ebene Vl,l'-
standen. 
Denkt man die ,S - Axe des Coordinatensystcms Y(,l'tical gl,riehtct, 
so liefern die Formeln (6) NI'. 1 den 
Lehrsatz: vVinl die lAmction z = f(J',,I/) lit/' ({,i:; 1I'erlll!;j!({W' 
x, ,lI Z~t einem ]J[aximum oder JY[inimum z, so hat dir; dnrch ,,' = f (.1', y) 
dargestellte Ji7äche im Punkte x, y, zeine "horizonta7e" l'an!}clltia7cucnc 
~ = z. 
Man verstehe nunmehr unter X, Y, Z clie Coordinaten derjenigen 
Punkte der Fläche, welche in nächstcr 'Kähe des in Rede stehe tl den 
Berührungspunktes :r, Jj, 2' liegen. Dann hat man zu setzen: 
(:2) .\'=::c -f- dx, l' = I} + cl!}, Z=z + cl:,', 
und PS sind hierbei d.l'. dy, dz au einander gebunden durch: 
dz = fex + clx, y + dy) - fex, /I), 
einc Gleichung, clic sich mit Rücksicht auf dic Gleichungcn (0) ~]'. 1 
vl'rmüg'c der Ta y 1 0 r' sehen Rpihc entwickclt in: 
Cl) . r/,: = "r7x~ + 2j;'y!l;r:üy -i .t~;yd/Il. 
~chncidet man die Fliiche mit einer zur Tangentialcbenc para llell,n 
und ihr uncndlich nahe gelegenen Ebene, so cntspringt dabei eillc 
~c:lll1ittcurve, die man als die "hu7icatrix" des Berührungspunktes ,1',.11, ,,' 
lH'zeichnct. 
Die Gestalt der Illdicahix in nächster ~ähe des Berührungspunktes 
hl'~tinllnt man aus (3), indem man daselbst d ,,' = E constant tlenkt 
nllll für d.1', d.ll nach (:2) die Differenzen (X-.r), (1' - /1) einträgt. 
Es ergil'ht sich: 
(4) ".(.:\-.1)2 1- 2fo;'y(X-;Y)(Y-i/) -f-J;;'y(Y-y)2 = E. 
e[ne Gleichnng', die (in X, l' gedeutet) eine 1~77il)'Cl), 1(IIPcrlJe7 oder 
]',Imlw! darstellt, je nachdem: 
C,) f~i7 - ./::,1;;'y .: 0, > 0 oder = () ist. 
') 80l'erll mall das Yurzcichen \'011 rl ,; = L richtig wiihlt. 
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XII1. :\I:nima 1ll11l ::\Iillilll:t der FUlleti"lll'll l11l'ltl'crl'l' Y:triall!'lcn. .j0 
lllc1em mall den Degrirl' der J]1(lieahix für heliebige Punkte ,'incl' 
Flüche yemllgcllleillert hat man folgende 
Erkliirung: Der eil/zeine POilU der Flii('!lc Irirr! 111., ('ill "rllijili-
~c7ICi";. )u/peruoliscllcr" uder ,,]J({mbolischer" (li/lIlIJ ellipli~(l/(T 11. s. /1'. 
J(riiiiIiiIUJ/.r;) be.Z'eic7mct, je }/(Ic7/(lcill :,;eine ll/(/im/ri.'· rlil1l! (()jl JlITiilli'1l1/!f';-
jl/lld;fc die Gestalt CillN Elli//se {Ie, 11'. JliI!lrr/iI'l 1)ller 1'((/'II{ic7 1/111. 
Alle PUllkte cim,s EllilJSoic7s 8iJld elliptische Punkte. uncl alle 
Punkte eines eillsclw7 i!fl'}l Ill/jicrliOloil(" öincl l'ullktl' h.\·I,cr!Jo1ischer 
(oller sattelfiirmiger) Krümmung. . 
nil: geometrische Deutung der Entwickelung in ::\1'. I liinft nun 
einfach hinaus auf folgenden 
Lehrsatz: 1m Falle eille,; JJla:rilllwJls orlcr ~1[iiliiil/(m8, d. ll./('I'nn 
(n XI'. 1 !fi1t, lic!ft ein "clliptischer" l'wrld der Fliicllc rur: i/ill imless 
die TTII.(}7eichwlfj (8), '1I'clchell'crlcr ]J[((xi}}/wil Jl0c71 Jliili))/1(ilI .:ur Folr!c 
/1111, SII !randelt es sich um cil/en Pllll7:t ~,h!fllabulischcr" J{rii))/illw/!/. 
Auch die directc Anschauung lehrt, dass zwar ein ellipti,scher, 
ab,~r kein hyperbolischer Punkt mit horizontaler TangrntialehelJ(' drn 
('lmrnkter eines )1öchst.c'1I" od,,!' "tiefsten;; l'unktes der FHIl'he hat. 
3. Die Maxima und Minima einer Function von mehr als 
zwei Variabelen. 
Es seien .1'" J'l, ... , .r" VOll ein:lI1l1el' 1111:tbhiingig" r('cl!" Y:tri:t1lt'J"11. 
El'klürllllg: l'lIter da ,,{'lI/flt/JIIII!f" IIr',.; "j)('1'/1111'1I ))·I'/·Ih"//,,I,·))/." 
.I'" ,1'2' ... , .1'" /'I'rsfdil ))11111 !llle l'ln'll dll/'I'// .1', I 1/, . .1'2 I h2 ..... 
. 1'" 1/" .:'n hl'.:'l'i(11)/l'l/rleJl ))'1'1'11/,".'1."11'1111'. IU'i rI"ill'/I Ilil' "iilllllllliI111'11 
lleldi!/I' /1/, t!1'J' {'II!/Ir'ic/I/(I/!I: 
( 1 ) - r) <, /11, () 
I/I'I/;;!II'I/: Ilierilci iol ä ill rli'/llsdiJCII S'illlll' lril' ;1/ .\'1'. J !/I!inuIlN. 
Es sei f(.I'" X:!, • '" .1',,) eine p]plllcnf:tl'<' FUlIctioll dl'l' 11 Y:trinl)('I"lI, 
,,'dche für ,,11e in lletmcJd kOllllll!'lItll'll \Y l'rt 1I,.""j 1'11((' !ll'l' .\ 1'.,,11 llll'nte 
S:tllllllt iht'ün hiihel'nn AIJ1eitl1ugcu, soweit dies" gebr;,ucht \l'l'I'd"lI. l'1II-
clPlttig nud stdig ist. 
Erklii.1'nng: JI((n 8((.'/1, die Fllilctioil f(.I·, . .1'02, •••• . In ) 11'1(17,' .liir 
dlls s/)I'cil'ilc ,'-i//slcm .(" :}'2' •••• '(n ::11 eil/elll JIIUill/llill (Jlinilllll(//) . .I;tll~ 
rler 11'1Tt!1 der Fllilc:fil/JI fiir tI((o ,".'/.-;11'))/ ,1'1' ,1'2' .... J" ,rfrii.,,'Ij' (/.'/lilli'rJ 
111.., /1;1' ,,({lle" ii/J)'i!lcil lliTf7I."//sll'lIIc il/ rI(')' {'!!I!/I'liIIIU/ 0111/1, )'2'" •. ,I'J/ i.c;I. 
1111 Falll' einps }laxillllllllS (:\linillllll11s) \I'ird "'1IIit di .. llill'n .. lIz: 
(:.!) Li =/(.1'1 +711,)':) \- 7IJ •••• ",." : Ir,,) -/(." .. ,·c .... ,.I'J/) 
l'iir 11711' in (Tl'hel'l'instilllllllillg Illit (I) g·pwiildlt'll \\"'l'l!t,\,h'lIll' 1/, ..... 11" 
:l11"",'1' 1/, ::-c: 1r'2 = ... ---ce 7t" -- () kJ.,illf'l· IgT;;""('1') :tl" () ." .. ill IIlii'SI'lI. 
lli" \' erwl,rthnllg' a,'r Ta y I 0 1" s('h"11 T:,'ill<' fiir di., Pi,w\1"i"ll 
di('s,', "\ns;d~('s voll:r.i,,1d. sielt "'(,!lall sn \ril' illl Fall" I/ -- :.!: 1IIal1 
.!.!'l'willllt <Jen 
F ri (' k (" Lt'itf.-ul"ll. 11. 
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50 XIII. nlaxirna unrr ::\Iinima ,h,l' Functi<lllen rnehl'el'~l' Yal'i,,1J,::'~'ll, 
Lehrsatz: So77 die F1IIICtiulI f(x 1.... fiii' "'1 ...•. '" :11 (,i)/I;II/ 
JJlaximwn oder JIinilllUlJl Icerdcn. so })/ii.s::icn Ilic /I 1;llic!/lII/!IC/i f1 C711'/1: 
cl (3) .,. , -,-'- = 11, 
deren A~~tfösu)Jg nach Xl' ••• , Xn somit die hier iI/ i i!17 ieher ll~ei,,,c I/I }Je/rwlll 
kommenclen vVerthsysteme Xl' ••. , Xn 7,'cnncn 7ehrt. Es Ii'i(c/ i/lilili eil! 
])Iaximum (JIinimwn) vOl'lieUGII,U,'CJ/lI,: 
(4) j'(;,o:\ h,~ + ... + /i;,c n 71~ + 2 /;:,:,,)1)112 ~ .... -:- :.! /:;, _ 1 '11 11" 1/l n 
/iir "anc" vVerthsystemc der 11 allSScr 11) = ... = It" ~ Ii !:/I'ijll'( 
(grösser) als 0 ist; wul es hC(lt sil'her /,ein JlaxililU/JI orln' J/i)liJ/lWII 
'tor, falls der A~lsdruc7J (4) sowohl< () ((1,-; '> () /l'cn[,;J/ blllli. 
Der Fall, dass der Ausdruck (4) zwar k(,illt'// Zeiclwllwcchst'] 
erfährt, aber für eines oder mehrere zuliissigt, ,\' crth~;-'sh'IIIt' dp]' 11 
verschwindet, erfordert Heranziehuug <ler höheren Glicdt'r der T Cl ;-'1 () r'-
sehen Reihe, und die gleiche lVlaftssregel istnüthig, falls die sii1ll1rlthlwIl 
Ableitungen zweiter Ordnung von / für das frngli~h() \Y crtLs~'stel" 
XIt •.. , X il zugleich verschwinden sollten. ~ 
Eine ,Veiterentwickelung soll hier nur für n = 3 gegeben werden. 
wo wir 7t1 = ~ h?" 7l i = 1) 71:\ schreiben wollen. um alsdann E unll I) 
als "unbeschränkte" reelle Veränderliche anzusehen. 
Der Ausdruck (4) geht, abgesehen von dem niemals negativen 
J"'actor II}, über in: 
(,-,) /,:;" g2 + 2 .e;,< g I) + D;"2 1)2 + 2 f':;:Cl g 2 f:'2" I) + f::, "3 
llIld stellt somit, gleich 0 gesetzt, in g und 'I) cine CU/Te .zweiteJl 
Urw{rs Uill'. 
Ifat Ict.derc 7,'einen reellcn Punkt in dcr ~ I)-Ebcile, so 7ieyt I'i/l 
llIuxi/ilwn oder ]finilJlwn t'or; !tat man hier abcr mit einem reelleIl 
](c!lc!::wllilitt ;,'11 11111 iI. so tritt II'l'dl'l' Jla;riUIUJiI IIOC!t JJli 11 i 111 1(111· ei 11. 
Die analytische Geometrie liefert die ~l\1ittel, dl'll Ausllruck (~) i tl 
dieser Hinsicht näher zu untersuchen. 
4. Maxima und Minima bei Angabe von Nebenbedingungen. 
Es sei eine FUllctionf(x1 , ... , X'1) X ll +l,'''' J'n+m) der (il iII) 
\' ariabelcll :1\, ... , ~'n, J'n + 1, ... , x" + 1)/ gegeben, zwischen dCllen gewis,'e 
'in ltelutionen (~ebenhedingungen) hestehen: 
r
fJJl(.J'l .... 'XH • .J'Ilf-l, ... 'XH-!-/i') = O. 
(1) fJJ2(.J'\>···,X lI 'Xn l-l' •... ,rn -!-m) = O. 
t~)III;.rl'· ... ·.X):.I.~+:, .. ·.,;'l!I-·}/I) == u. 
])ie ",tufgahe, lEe l\IuXilllH und Minima von /(.1"\, ... , ,1'1l C "') unter 
dicseu Bedingungen :m bc,tillllllcn, erletligell wir nur insovn'it,' dass wir 
din nun ill] ;';tcllc yon Vi) Xl'. :J tretenden Gll'iclnmgen ansetzen. 
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;-;:111. ~Iaxima nud ~ljllima der FnlldiollCll IllI'hl"'l'f'l' Yari"l'(']"lI. f,l 
Zu diesem ElHle könnte man )"" -,-1' .• • ,i" C ," aus (1) I,cr(',.]lllell 
und in .tlcI' ... ,.J'" :- 11') eintragen. Die w zn g,'willllf'IHle hllld ion d,'r 
11 unabhiillgigell Yariahclen ,J'[, ... ,.J'" wiin' dann lI"ch :\1'. ;; zu 
behandeln. 
In vielen Fiillen ist ein ;lll<leres Hechnullgsverfahrell z\yeckmiis,igt'!'. 
Man schreibt statt 71[, ... ,7/" ",DilTerelltittle rI,J· I , ••• , df" ; '''' wl'lc]w 
so gewählt sein müssen, dass auch für die veriimlert"11 c\.rgulllentl' di,' 
Gleichungen (1) bestehen, (1. h. d,/,s die zugehörigell tot:lleJl ] )ifTereJl-
tiale d cp [, .... rI cp II! (cf. X IT,l-) wrseh winilen : 
o. 
(2) 
o cP IJI I ,(: cP 111 1 + ... _L C cP 11' I -
C\-, (X[ --;- '". (X2 T ~-- ()""-'-'" O. 
U J J v J "1 C J' H + IH 
Für jedes in Uebereinstillllllung hiermit gewühlte \Yerthsystem 
dJ'I"" clf,,_; 111 wird nun die Gleichung: 
(~l) 
bestehen müssen. falls / für das spr·cielle \Yerlhsy,\elll /1""':Y" ,n zn 
einem Maximum oder ::\IinimuIli wertlen soll. 
Hält man aJl der Yorst"llllng fest, (h", .1. 1, .... J" un:rllhiingi,!..:' ,ind. 
und dass :['" 11, ... , .1'11 1111 <lurch }\nt1ii"nllg d,'r Ull'idlllllgl'll (1) ill 
;,,[, ... , :1'" bestimlllt. sill11. so wordclI dil' llill','rr'lll i:r]e rI/ l , .... .1/" Y()lI 
einaJl(!t-r UllHbhiill!_6g spin, 11ll1l tI,J'" i I ..... ","n '" ~illd .1111'(,]1 .\ldl'·"II]]!..: 
der GlPiellllll,!..:'Cll (:l) i II der Gesl all : 
(I) 
f'l.1'l1 - ~'Il ""'1 
I' . . . 
Id,I'1/ ~ )l1::-=: ~~'}!il d.l'l 
mit Hülfe gewisser )j/ 11 FlllletiollCllil· (["1'" ,]n lAelllwl'. 
Dnreh Eintragung ,lies\'l' \Yertlu: ill clip G Icidl11Jl!..:· I::) 111111 .\ 11-
ordnung nach r!,l'I' ••. , !i/" nimmt ,li"se (;]Pichung' di,' U"stalt an: 
(G) 
Da diese t:leichnng für .il''/I',''; S~·"teJll dr'l' yOll cillllll11,'r 11!1I11t1,,;IIf//I/1 /I 
d,I'[, ... , dy" hl'81ehcII mu"", ".1 gr'ltcll ,lil' (;\eicll11ug"ll: 
(I i) 
welche mit Ilid!'e .1"1' 1/1 O]l'i"llllllg'CIl 11) dir' ,!..!e,"chlell \YI'l'lh"ysl"1l1" 
:)'1, ,I'" ' "' mit :\1:1xilllHl- od"r i\lillilllalwerih /ZII beJ'('clllll'll ,l.!;<"t:rll"II. 
Die letzte Enlwickt'hillg' Imll]] a1\eh SI) !..:'ew:rlldt wl'nkll: 
Man zi,'lw YOII ,ll'l' (;I"ichlillg' (::) die l'\·Sp. lliit ;'1' .... }',n lllulli-
plicirtüll (i]eidlllllgr'll (;]) ;r I,: 
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,( .I 11 ~. )/' 
, ___ rfr ) 
...::::.. i.:: - - -' I!', . 
( I 11 iI' 
I 1 
und bestimme die Faetorell ;'1' ., " I.", ~o. ,la." rli., J..\ Z\I'lI 11 1 1\:1.'lnmern 
verschwinden. Dann aller müssell auch die in deli er.-ten I1 I\lalllJlICl'Jl 
stehenden Ausdrück<, einzeln g'/Pieh 0 .;ein, Il:t ,nI' :lll d,'r \'IJr.,!"llung 
unabhängiger d ;1;1' ••• , rlf ll festhaHen küunen. 
Das Gleichnngssystcm (i) eroeheint .;olllit ,·r-dz! tlllrcll: 
(' '('11 
'" I. ,- I 
< ... I"~ ' ( (fl 
..;:......J " f I" 
-' I), (cl) 
'::'I ~ 1II r 
0 1. ~ rrp.·I; 
-,,- - ~AI,,, = 0, 
('Xl k=l ( J'\ 
(f 
elll Ergelmiss, welehes mall illt\'rprdirclI kallll ,IHn·1! f()l!i,'ndell 
Lehrsatz: Sollen rlic;1II/.I:iJJlft {(}/lI "lIilliwl,' I'i/ll.')' FIli/{'!i()l~ 
f(x1, ... , X" + 111) bei Angabe rler ),~ebcllvcrliH!JIIII!ICII ( 1) !Ir/Oilllni //'1'011'11. 
so sehc mall f'il1stu'cilen von dic,;cn Hclatiol/l'JI (/IJ 1111(1 v/ftf!' dill Allout,: 
zu/' Bestimmung der JJIaxillla mul J)IlnlHI(t der Fallction: 
(9) F(XI""'Xn+m) =/- A\qJl ~ }'2rp~ - ,., - }.",rp,n 
/lider Annahme "constantcl' JIldtiplicatorcn" AI, lind "uilaIJ/liiIlUirfcr" 
:1'\ .••• , XI! + 11,. Der gCluiinschtc Ansaü ist [in Cebereinstimmanu mit (i'!)]" 
,~ T,l " 1" ?) L' ()1'_. (j -0 uJ. 
-, - - U, -,- - , , .. , c----= O. 
C;1\ (~1'z ( )'n ~!l1 
(l D) 
lJie All/liis1mfJ I/ icser Gleiclwllgcn lil!fcrt die gesuchten Systeme 
,1'1' ••• , ;l'" + 111' dargcshlft in den UJlbtsti11l1litcIi Gi'iis~en Al' , ... All,' 
l','riit 111m sind clie~e leUleren in der Art ,zu jixircn, das;; die ji'((!llicllcll 
l,iiSlll1f/so//StCIIII? Xl"'" XII I 111. die RelatioJlen (1) rn/i1l7CII. 
Hiese Hegel zur Bestim 1IIUng der .:'tIaximn und .:'tlinimCl VOll f 
hpisst die "JJlel//Oric rlel' ItnlJcstimmtcn JJ1ull ipl iea/lJl'en". 
XIV. OapiteL 
Gcomctrische AllWeJHlung'cn (lcr :Pullctionell 
mehrcrer Yariahelen. 
1. Die Tangenten und Normalen einer ebenen Curve. 
Di,' 1<:ntwiekclun,i..\' in XlI. 7 liefert ein neues l\1ittpl i:m AufBtclluJ1u 
,1,,], Glciehung'Oll de!' ]'1lJ/f/eil/C und Xil/'lwdc einer ebenen Curve C i~ 
"iueJll ihre!' Punkte l' (ef. V, 1). 
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Die Curn C sei gegebcn durch /(1'. /J) == 0, lind (" ha]](llp ,ich 
um Dar"tellung' der Tang'cnte l1lH[ :\ol'lll:dc illl ]'ullld(' /' dpI" ('()()J"(li-
naten .1'.:/ auf C, wobei wie in Y, 1 für dic ('oonlillaten <ler PUllI;!"~ 
<ler Tangente bezw.Xorlllale die Dezeiclmung ~. 1I .g·l'hraucld werdl'lI f;oll. 
Sind nun zuniiehst ~=J' + 11. Ij==,II-L I; die ('oonlinatc'll irgell,l 
eines in der Ebene dem Punkte l' un8Jl(llich n:l he gelegelleIl PUllld,'s. 
so liefert (lie Formel (:3) in XII. 7, welln wir :mf /(.1, /1) = () lled:tch1 
nehmen und höhere Potem\C'll und Producte ,Oll (~ - .1') 1l('z. (I) - .'1) 
neben den ersteu vern:H'hIiissigen: 
(1) c '( /rr, ?J) Ct _ 
. lei;. 11) = c':r ~ (.((.1'.,11) ( ---- II-il'. ( ,I/ 
Soll (lellll1Hch der Punkt g, 11 auf der Tangente im Punkte l' 
uu(l also auf fl(T Curve unendlich nahe hei l' liegen. so ist /(~. I}) = (I: 
Formel (1) liefert somit den 
Lehrsatz: Die Ta 1/!llm te der durl'7l /(." . .11) = 11 [le/iefer/cl! 
ebel/cn ('urec iJII Pili/kte P der ('oon/il/alCII .I'. !I i;4 dllrch: 
r/(.,', .1/) t 0(·,·,11) -,'~ (~ - ;r) + --.---- (li - .11) = CI 
( J' ( ,11 
(2) 
darrledelll; lifr dic ~'II!I('llijrirtc -"\(i/"II/Illc ((ffielli "i(-/I r!II/WI!ltiil II'ir/ti tl/I 
(;7l'iC/w}/!/: 
(:3) _?f(.J',,II)(t .__ (r(,.II) . ~ - .t) - -'-- . (11 - .'1) =-:-: (I. 
I !I ( .' 
"\n1' (;rund der in XII, :; für <1i,' Pil!"crt'lItiat ion "ill('I' inlj>li,'il"I' 
Fllnetioll auf'geste!lt('11 Hegt"! 1,'itd lll"ll ;111.'; <1"11 (;!,'idl1ln!.('l1 (2) 1111<1 
C,) sofort die in Y, 1 \lnter (1) lIJld (2) "lll'~·pf;t.'I1I"11 (;I,'i .. ltlln~"JI ,,\,. 
2. Die singulären Punkte einor obonen Curvo. 
Eine pj)(,llC ('\ln" (' ~ei wie ill ~r. 1 dlll'ch./(., . .1I)--11 ,lal'!.rest(,llt. 
Erkliirung: 'l'ri(1f 1'.'; .';if'/I. dll . ;., /iir I'i/ll'/I I'UIIU J' !iN ('1/1101/-
)/(/11'/1 .1' • .'1 111ft' (' die II('id(~1I Ilu rI i"I/('1I j /,I,'il (1I/fl"1I /;. ,,1111 .I:, : IUllli,l1 
'l·CI"::;c!/lri)/r!e}/. ,,(I l/1'i,.; . .;1 deI" rU)//;! l' I'ill ",;ilufllhirn' 1'11/11;1" 111'1' ('/11'0 (' . 
. Dip GI .. ichnngell (:!) un.l (:1) für Tangente n!l(l :\llrllJ:d" V()n 
() im ['unkte l' wenlen in di('sem Falle illusorisch. 
ht ~ =-= f -+- 11, I) =- .11 /; das !':lar der ('oordin:t1C'll für eill"JI 
in niichtel' Xit!J(, des sillgllliil'(,1l Punkt<', gele.!.(t'Il(·/1 beli"j,igl'll 1'1111);1 
der Ehene, so folgt jdzt ami Formel (:l) in XI!. 7 hei Y('rn:\('hliis,igllJlC: 
det' Pot.enzen und Producte hiihel'(,ll "L; zWt'ikn (-;r:l,lp, y"n 1$ -.' ) 
uud (li -lI): 
(1) /(~,Ij) --/':'.r.(~-.,)2! 2C"I.(~--.'I(1i-.'j) I r:;;,.(lj-III'. 
Es geltl' (Ee All1l:l11lJlC, dll.';.'; /iir di,. (:11"/"1 lill 1111'11 ,.. 1I 1"11/1 I' I!/'-{'/ 
(I/{{'II !ln!'!1 f,:'-", ,C!I' .1;;'!/ ,zllqli'idl l'I'J".,r/I/i'illr/"II. 
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Gi XIV, Amnu(lmlgen ,le1' Fnnctinnell lllclll'erd' Yari,,1,,·len. 
Soll alsdann der PUHkt ~. ') auf C li"g'Ul. so i"t: 
(2) " ,(~ - J')2 + 2j;'y' (~ - ,I') (li - !!I- "" I/i - i/1 2 = I), 
eine Gleichung, deren linke Seite sich in da,; Product z"\)eii'r in ~, /) 
7 inea)'c;) Factoren zerlegen Hisst, und die delll ellbprecheJl(1 rI ic /Ieiden 
durch 
(3) r (11 - Y)Ny + (~- J) (f:'y 
\ (I) - !f)fJ'y + (~- T) (J;'" 
Vf;'!7 - "/~;:I ) 
Vt:;: ~ - /,~,:.,) 
0, 
11 
rlar[/cstellten [/eraden Linien liefert. 
Da der Verlauf der l'urve in niichster :\iilw ,Oll I I durch ,:/I'CI 
Geraden llllgegeben ist, so zieht die (;urv(; ,: II'I'illllll durch deli singllli ir8n 
Punkt hindurch; let,r,terer lwisst Jü'serhalb ein ,,:li'I'~/i/llll'J' 1'11i1/.'t" 
oder ein ,,])oppe7pHn7d" dcr CUl've. 
Für den geometrischen Charakter ([es sing'uliirt'll }'1l1l1d('s }wt lJlan 
zu unterscheiden, ob die in Cl) eintrdem1e (~uadratwl\rzel reell und 
von 0 verschieden oder gleich 0 oder endlich imaginär ist. 
Erklärung: Je nachdem die erste, ~lceite oder dritte Bedi;I,IIIUIf}: 
(4) j"(;J - j'(;," !y'y > 0, = 0, < 0 
2/ttrz-fj't, lJezciehllct man den singuUircn Punkt als einen "ci[/cntlichen 
Fig. 9. 





Doppelpunkt" (Knotenpunkt), einen 
;;RücUcehrpunkt" (Spitze) oder einen 
"isiJ7il'ten Punkt". 
Im letzteren F alle stellen die 
Gleichungen (3) wegen der com-
plexen Coi'fficienten keine reelle 
Gerade dar; hier liegen in der ~äbe 
des singulären l)unktes keine reelle 
Punkte der Curve. 
Den Charakter des KilOtciI}IWI7,-
fes versinnlicht die in Fig. 9 [mge-
deutete Curve, welche durch die 
Gleichung: 
:1/:: - 3:~!) = 0 
singuläre Punkt liegt bei :.c = 0, ?J = 0, und 
das Pa,~r der Tangenten in diesem Punkte 
wird durch die Axen des Coordinaten-
systems geliefert. 
Einen bei J: = 2, .11 = 1 gelegenen 
l!iick7,:cl!rjlw!l.:t besitd die durch: 
V - :.l)~ + (.11-1):' = 0 
t!a\'~'pst\'11te Curve fünften Grades, deren Yerlauf in Fig. 10 llliher an-
g·\·gel)(,ll ist.; für di., Co ordinaten des öingnliiren Punktes ist /,;'x = 1, 
/,~'!I =:: j;,';} -~ O. 
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XIV, .\n,,,,'nrlullgen d~l' FuncTionen Jllehl'~l'el' Val'ialJekn, 55 
Da'3 Beispiel eines i"li7ideil PUl/kies liefert die dnJ'dl 
dnrgestdlte Curve dritter Ordn1lng, Man hat hier ,I! = ± )' V,r - 1 
nnll erkennt im Nullpunkte einen isulirten l'i", 11. 
Punkt, Die Gestalt der Cnrve ist in 
Fig, 11 angegeben, 
3. Die Tangentialebenen, Tangenten 
und Normalen einer krummen 
Fläche. 
Es seien .(.'. y.: rechtwinklige Ra um-
c:oordinaten, und es werde eine krumme 
Fl,lche F dnrch f()'.,II. ,z) = () dargestellt. 
Es sei fel'ller P irgend ein Punkt auf F von elen Coordinaten ,J', 
.1/.:, und ein beliehigel' in nüchster );ühe von I' gelegener Punkt des 
RamlH.'s lwhe die Coonlinaten ~ = ,)' + 71, I) = !! --l 7,', ~ 7. 
Da iV.il.,:) = () ist. so gilt in erster "\nn,iherung: 
'(" C) '( t' t )' (t' ) I (I' ~ ) j ;,;1, b = ;C- (s - ,i' --'-- ,-.C-(;) -,I! ,-;c- (s - ':.' (,( ( .'1 ( ,: 
:;;oll somit der Punkt t 11, s in lliiehst,,]' "\'ii1!e YOll J' :Illl' ,ler 
FLiehe F gelegen sein, so IIIUSS er IlUt' der in varia he']"l] ('ool',li ll:Ii "n 
g, 1/, S dnl'l'h: 
(1 ) i/ 
( ,I' 
(~ -- ,I) ( I --( .'J (11 -- if) f :) ce- () 
da l'!,u'stelH eH /·,'/il')/!' I i e,~'l'll, 
El'klill'ullg: Dil' d/(rcll ([) /)/ ~, 11, S rlff),.'!f'"I,'III,' I,'/I('f(f', Ink/(f 
///1'1')/(((,71 deli Vcr7fl1(( (/,,1' V/iil}/I' F /)/ (//;1'11,41'1' Sii!ll' /'1/1/ l' 11 (/I{lAII, 
{/I'i,,,,,/ dir: ,,1'1IIIf/CliliIl7c/iI'}/I": 1'11// F /li/I tI"l/l l!l'/'iilu'/I(I!!"J'lfUI .. I I' ,f', 
Tm Allschlus~ hieran l1enllPn wir noch fu]g"mlp 
El'kliil'Ullg: J','i)/I' lidicllil/I' (/lIl'ell tI"lI }Jc/,iilfJ'/((Uf.'I'/lII! .. t JI i)/ tlel' 
]'(lJI!/i'fllia!I'/Jc!/(! IlfI(lt'IU/I' (;'(')'(1111' hl'i",,1 I'i)/I' ,,'{'IIIu/,'nl,"; ,/Ii' I liir/it iill 
P/li/I.'fe p, 
,rede solche Tangente schneidet (liC' FLiehe ],ei l' in zWI'i cin:llIdel' 
unendlich nahen f'nnktcll. 
Diese Dehaehtlillg' ,YinlllngüHig, 'H'lln für d"l) 1'1lllU J' tli" ,\h-
leitullgl'll /:, j~;, ,mglciclt ,'Tsch\\'illlll'll; J' i,~ d:lun .,in ",ing'nliil"'J''' 
1'1l11kt von F. auf dc'sBl'n UntC'l's\1c]l1lng wir ind,·"" 11i"h1 ,'i\l,~·I'hl'll. 
Erldiirl11lg: r,'i}/I' iill J'/lIII .. {" l' 1I1It' '/''1' '{'tI(U!I'JiliIl7,f1l1l1 11/111111.", 
11/1/ rlt'}' Fliic!lc I.' sl'J/krl'i)d "{I}u')ul" (;1')'11111' lu'i",,! ,,"YII)')/lI(/I'" ,{I( l-'Ii;11" 
iUI J'IIII11I' p, 
Alle (;['II\I(] (1('[, (;]"ichllllg' (I) tilldet mall H'l'lIli;~'c ])('k:lIl11t.'l' ~ii1z,' 
der 'lltalylischel1 (;"o!l1pll'ie .11', I:nllllle" <1"11 
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5G XIV. An'l'enuullgen (leI' rUllctioll~ll 1ll.,]II'Crel' Y:lrial'el"J1, 
Lehrsatz: Die ),~I)}'))/(ile der r1/!I'I'/, ./(1' . .'1. :) = IJ '!"(f!I,.,I,)I!I'//. 
]?Wche illl PUlIlde P der Cool'diilalcil f . .1/,: flirt dir: (;hiljullu!"II: 
(2) g- f l)- ./1 ~-Cf) G:~) c:) cx 
4. Die Tangenten, Normalebenen u. s. w. oiner Raul1lcurve. 
Es mögen x, ?J..: rechtwillklige RaUlllcoonliniltt'll "ein. (11I,l ",' 
sollen z'n'ci krumme FHichen tlnrch ,lie Gleichungen ge,C!,,1)(,1l"'III: 
(1) . f (f, y .. :) = 0, .'1 (",I!,:) = (I, 
Palls beide Flüchen nicht giin",lich gd\,(~llllt VOll ,·illilllrl,'1' \'('/'-
laufen, so sdmeiaen sie Hieh in einer sogl~lwll1d en .. l!1I '111/1111'1'1". 
welcllC miln al::; tlu)'clt da::; Ulelr:hungclljl(lur (1) r!Ul'fl",,11'!11 III/oi,'fil, 
Auf eine andere "\rt Hisst sich die Halllllcnrve in 111'1' \\·,·isl' ,i:ll'-
stellen, dass man die Coonlinatcn x, ?I, ~' fii!' die Cill:c7w.'11 }'I(I/I:I" ,I,.)' 
C~Gl've als FU)lctionen: 
(2) x = cp (t), v = 1jJ (t), Z' = X (I) 
einer rief tell , als unalJhiil1(Ji(J an;.~(sellendcn Variaoeleil t r/)/sct d. Zu 
jedem Punkte dpr Curve gehört dann ein bestimmter \Yerth der reellen 
Yariabelen t. 
Die Raumcurve heisse kurz C, und es seien P Ulld 1'1 zwei [,in-
aneler unendlich nahe gelegene Punkte auf C: P habe aie Coordinatell 
x, !/, Z und 1\ entsprechend x + clx, V + rllj, ,s· + d~. 
Das zwischen P \lnd PI gelegene Stück von C heisse "BOf!i'JI-
r1urc/'cntirtl" ouer "Bo(fcnclcment" der Rlmmcurve und wprde durch ,I ,.; 
hc~eichl\et. 
Die l:.ichtnng-sunterschict1c des von P nach 1'1 gerichteten Eh'-
lllentes rI s gegen die positiven Itichtungen der Coordinatenaxcn si 1111 
tlip "Richtuilfl,swin7ccl" u, r;, y V()ll il s. 
Die Projeetionen von ds auf die Axen sind !Ix, d/I. d,;': 
(;l) . rl,x = c7s.cosu, cl!1 = rls.cos[3, clz = ds.eosy. 
Unter Benutzung hekannter Formeln der analytischen Gpometl'ie 
dcs Ha 1\mes folgt der 
Lehrsatz: Fi;r das BUflcndU)'crcntia7 ds ein!:/' HUUIllCiO'Cf' 1/)//1 
die ,z'u!il'!tijri!11'iL .,Richlu)/!lscosiwl;/' flelten die Ailsiif:e: 
(.1) ds = +Vd.c:2 + d?l~ + dz" 
(:i) d.r co." (I, = rI s ' 
. dy I'osl~ = , 
rls 
cl Z' 
('OS Y = . 
ds 
Zur AU8führullg llieser Ansiltze bemerke man, dass lEe Punkte P 





XIY. An\\"'l1Ch11lg'ell (ler Flll1ctiol1en mehren'r Yari>l '.Ielen. :) 7 
Es ergiol)t sich hieraus, class dia zu vOI'stehendell rI Y. d.1l, rI, 
gehörellcl('l1 toblen Differentiale df und d!1 der auf den lillken :-':eih'lI 
der Gleichungen (I) steheIHlen Fnllctioll(,1l ,el'schwin(len «;1'. XII. 11): 
(G) 
(7) 
f j,:dJ,' + j;;d!! + f;d~' = 0, 
I .r/, cl ,I; .r/, d .'/ L !I~ d ,Z' = O. 
Fiir clie YerhäHllisse der cl,r, rI il. d:' ])('l'CdlJHlt sich hiorllus: 
d)' : d,ll : r! ~ = u;; //~ - Ff/~) : Cf:' [I', - /:!lJ : U~ ,1/, - f;; ,,/,), 
lJurch Einsebllllg ill (.~) ulld (i"») lassen sich cbraufhin die 
Hichtullgs('osillllS des Elell1l'lllPS d" vermittelst apr partiellell .\.hl,'i-
tnllg,'n von f ull(l 11 ill dell Coordillatell VOll l' (larstelIcll. 
BcVOrZll,!ft lllall die J)arstpllullg (2) von C, so miigcll zu P und 
1'1 flic '\Verth" t nnd (I + df) d('r ullabhängigen Yari,lbclcll gehiin'll, 
Die Weieln1!Jg'e·n (2) lidern nUll llllllliHelhar: 
fd:r = cp'(I)dt. cI.'1 = 'ljJ'(t)df, 17~' = x'(t)d, 
(Il.s = ±V cp'2 + 'ljJ':! + X':! clf, u. s. w. (8) 
Erk1 ürllng: JJie (7/1/'l'h P uml deli .. ('OIl:;('CllticcII" P/Illkt 1'1 
hil1üarcluicltcw{c Gc/'w{c 1/!:i.sol ,,1I.wflelltw· deI' Raumc/u'/'c im 1'lIlIkll' 
P: elie Z'U/' Tan.r7cntc um7 also ,Z/lr eure!: im PUIII,te l' sCi/I;rn-Td (1'1'-
7a/(t'eilclc Euene 71cisst "Xol'mo7cucJU:" rlrr ('urrc c: im 1'wil .. /c 1'. 
Tlldem wir UllS auf die soebe11 gemaf'lüC'!1 ~\ngahl'll ülH'l' Be,!,(,,'11-
llUllg von C08 (!" ('os rJ, cos y brrufen, 11a:,)('n wir d"l1 
Lehrsah:: Dic l/t}/!/cnfc der RI/lI)JII'ur/'l' (' iJil 1'U)/k!,' I' /,,/ 
dars/e77l)(1 r durch: 
(D) ~ -;I' 11-;1/ ,~':!/~~~f:!t;, -- f: .Ir', - ./:",; 
die Surmll7dicllI' ({lw/' d/ll'l'll 
s 
I/:'-/I!t'.' 
(10) (g - ,I') (/;11'; -.1; I';,) + ('1- !l) (( ,rr'" -,(,I/~) 
f- (~-,~) ('('//:1 -/11"') --- 11, 
r on dC't' Discus,,,ion "sillgnlii t'er" "llllkt<·, l'iir w('1('111' di(' :mi' <lVI' 
rechtell Suite <1(.1' Proportioll (7) sh·h(·IHlell dr"i (;1i,'d('1' zll!..!],'icl! \'1'1'-
sehwi11dC'11. soll hier <thgeselll'll ,H'l'd"ll, 
Erk1iirllug: D/ll'cTl "Ilrei ('oil"l'l'Idi/'c" 1'U)/kt" 1', 1'1' l'~ i'rill (' 
lässt "ich i II! A1I/leiJ/eiHell lI/lI' •• I'ill';" Fbelle lr!/I' 11 , 11'1'711/1' III,(}I 117,,, 
"SClllilicf/IlJl!!:iclICIIC" der ].'It/W/CIII'/'I' illl PUllI;!!' l' /i(':I'I'I'/II/I'I. /1/" 
Sc/mill,qcrarlc der 8c!lIl1ic.IIIlI/[I"c/lc1l1' Ilud Yli I'JiI 117('/11'1/1' III'i,'."I dil ,,/JI/Il}'/-
norll/a7e'" '/'011, (' iiJ/ 1'u}/!,lc 1'. _11(( i"l' 7i('I/1 du" ,:11 l' 1/1'''';)'111'/1 
,./(rii}}/}}/IUI!/S'('('I/tJ'lUII" t/I'J' 1!IIIIIIII'Uj'/'(', d. i. dll,' ('1'1111'1111/ d"" du 1'111 
P. J\. 1''2 ll.illr!III'(11:IlII'.III'lilll'lI "u!!"II. "!\.(iillllll/IiIf/,,kJ'l'/"I',"', 
E~ soll hicr nur die (Ilciehnllg' der :-':chmi('g'llllg"']"'Ill' Imt,,], 
Ikl1utzung dor D:m.;tcllullg (2) von (' :lllge,!..!'('lJl'll W(,I'<1"11. 
::\lÖgCll zn 1'.1\, P2 ,E,· '\VertlH' I, I f- 111, I I :2,11 d,'l' l111:t!,-
hängigen Yari" h'lcll gPll(;l'l'l1, 
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:58 XIV. All>yendungen der FUllCtioJl('J1 mehrerer Yariabekn. 
Da die Schmiegungsebene durch P hinrlurchlünft. ,0 kijnnen wir 
ihre Gleichung mit Hülfe variabelcr Coordinaten ~, Ij. ~ ill die Gestalt 
setzen: 
(11) . (([~-<p(t)] + V[I)-1P(1)] + c[~-iY)J = u. 
Die ((, V, c sind so zu bestimmen, dnss (11) durch die Coordillaten-
~, I), ~ sowohl von 1'1 wie 1'2 befriedigt winl: 
u[ <p (t + elf) - <p (f)] + V[ 1P (i + r.7t) -1ji (1)1 
+ ([z(l -!- (11) - Z(I)) - (), 
1l[<p(t+2dt)-<p(t)] + V[1ji(t-1 ;211t)-1ji(f)l 
I- elx(t + 2tll) ~ x(I)1 c-- 0. 
Indem man einerseits die erste Ult·iehnng dlllTl! 1ft i heilt, ;lJlderl'r-
seits aber die erste von der zweitell Ul(!ichnllg abzi(:Lt u!l(l hl'l'uach 
durch dt theilt, folgt: 
f CL <p' (t) + l; 1P' (i) + c Xl (f) = 0, 
\ct<p'(t+ät) + o1ji'(t+dt) cx'(t+df) = O. (12) 
Durch Wiederholung der letzten Operation folgt aus (U): 
(13) . (t <p" Ct) + 0 1ji" (t) + exil (f) = 0, 
eiue Gleichung, welche im Verein mit der ersten Gleichung (12) die 
Verhältnisse der Cl, b, c zu berechnen erlaubt. 
Lehrsatz: Die Gleichung der Schmiegul1gse1Jcnc der durch (2) 
({ol'flcstdlten Jlallmenrce in dem zum 1Vertltc t gehörenden Punkte P ist 
die fo7[II.'Jlilc: 
(14) (~-<p) (1ji'X"-1ji/lX') + (,)-'l/-') (X'<p"-X"cp') 
(~ - X) (rp' 1ji/l - rp" !pI) = 0. 
Hier ist lH,i rp, rp', ... das Argulllent t allenthalben (ler Kürze 
halber fortgelassen. 
5. Curvenschaaren und deren einhüllende Curven. 
lUan denke die z -Axe der rechtwinkligen RauJ?lcoordinaten ver-
h('al gerichtet. 
Die (lurch f(.T, y, .?) = () dargestellte Fläche F werde mit der 
durch z ::c-:: p gegebenen Horizontalebene zum Schnitt gebracht. 
Die :-ichnitteurve projicire man auf die X!J - Ebene, si(, ist hier 
durch aie Gleichung f(x,/I,p) = 0 dargestellt, welche man für jenes 
(,()Ilstanh' p in :r: UIHl .11 als val'iahelen Coordinateu zu deuten hat. 
[n(lclll lila n jetzt diese Operntioll für alle möglichen reellen \Yerthe 
}I durdlgpflihl't (lenkt, gewinnt 111[\.11 [,ls Projection aller "IIoril:ontal-
sdlllitte" (leI' Flädle F auf die :ry-I<:1H'lle eine ~,Sc7l1wr ebeiler Cllrücn" 
()(lpl' kurz eine .. (~II/'1'rllsch(/{/r;;. Diese Cnrvenschaar erscheint dar-
gps("lH durch die Gleichung: 
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XI\', Amycndungen der Yunctionen mehrerer Yariabelen, "f) 
(1) ll.P) = 0, 
in weleher man p als einen sog81l. . .raria/)l'lcl/ Tamil/der" bezeidlllet. 
Die Curvcnschaar kann llIan auch direet durch die Gleichung' 
(1) clefiniren; es gehört dann zu jedem reellen ,Yerth des Parallieters 
p die llurch (1) gegebrne l'urve, Ulut alle diese unendlich vielen Curvf'1l 
lü{\'rn die fragliehe :;';c11[\[\r. 
,Yir ullterBcheidr]] ll1l11 ,: 1(.'ci Artt'1l VOll Curvenseh[\[\ren. je I/Ilc7/-
rinn die Fliir'/it: F rN/iml 7ulIJi:nde TU)lfjCiifi([7r;/lc)/cJI u1/d da!!lit l'ertiCIIlc 
Trli/!!"il!r:11 /11(/ ()(Ier lIil1tl, 
Ein ]ki~l'id für d(~11 läderel/ Fall wird geliefert durch: 
~b 11 It:Lt ('S hipr lIlit der 8clwar allel' conccntrisehen Kreise um den 
Xnllpunld ~Il thun, und die Fhiche F stellt eilH'n geraden Kreiskegel 
mit Li(T :-l\X(' als ~\xe dar, 
IllI 1')':;/r,),1'11 Fnlle ])('sitzt die Curvensclmar t'ine sogen. "eill7liillcw7e 
C/lrre" oder "E!ll'dol'jJC": es gilt niimlich folgende 
Erklärung: Die UeS(/I/IIi1tltC!t der Scllllittpulilde (tller l'crtiwl 
1r1l(t1'l/dcII Tangenten nm 1" mit der x!f-Ebcilc 7ilied die ,uli' Sc/Will' (l) 
fjclti;)'clI(/c eiIl7Iii77e}/(le CII/TC (E}/üeloppcJ. 
Die t'inzelne dieser Tnngenten schneidet F in zwei "consecutiV('ll" 
Punkten. dip iln'erseits vertieal über einander auf zwei "COllf'('cut i n'1\" 
Horizontalschnitteu von Fliegen. 
Der Fusspunkt d"r T:mgellt(' in clpr / !/-Ehcll<' i"t, sOlln ch :-;f' Jlll i t j-
punkt zweier "eollsccutivPIl" Curv(,11 dpr f'clwar. 
Durch UlllkL'hrullg dies('\' Ucl!pr!egmlg cntopringt (I .. r 
L{'hrs:d~: J/(/II kllllil die r;II{'!'loppe der I<-:C/W(II' ( I) 11/'; 111111'''/1'111' 
1/111'/' 1'1111"'1.' tlel;ilire)!, i}/ rll'ilC!/ "ich je ,:He; cOllsC/'Il/in' ('/(1'1'1'11 "1'1' 
I<""cllllll!' (1) dllrdl:-!I}IIII'idclI, 
Ein Punkt der Coordinatcll .1', !I.:' auf F hat nun stets und llur 
dann eine Vl'rticaJe Tang'l'lltinlehene, wenll.f~ = 0 für ,lipke CO()J'(li-
Haten erfüllt ist (er. Formel (1) in ::\1'. 8). 
Die GeSqllllllth(~it der Berührungspunkh' mit verticilll'l' T:lllgL'llie 
bildet sOJllit ,lie durch: 
/C,t,!/, ,:) 0, LI 
clargesh,llte n:llllllCUrye 1), 
])\l1'cll Elilllill<ltiOll \'011 ~' iilldd 111:(1\ dif' (; kichullg (1,'1' l'rojef'j i"ll 
diesel' enr,,, ;lHf die .tI/-Ehelle. 
I,(,hr~:lt~: /Ji(' (;Ieidillll!! rllT l'i!lltii7l1'!lrll'il ('lIl're !In' di/(II! 1II 
') Fiir <1; .. ",,"!irr'I'hte l'ro,j"ction cl,,], VIiiehe F :\111' Ihe )',1/" El"'ll" "ird 
,1i(l fra g11 ehp, Cnrye (lie SCl,~·l'll . • ,lTlnri:-:setn'Yl>" !lC'1' Fliirhc. 
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GO XIY. Anwendungen der :Fullctionen lll(·llrl'rer Y[\rLl1,ckll. 
dlll'(}e;;tc77tcn CIlI'I'ClIsclW(I)' fll/(Iet man d1lrch Flillliwttioll 0)/1 l' 1111." 111'11 
beiden (ncicliw/(}clI: 
(4) (f (I'. ?/. p) , == o. ( 1) 
Die geometrische Bedeutung der eillhüllent1f'l1 ('urn 0(11'1' Eil H']OPl'l' 
einer Schaar und die Berechtigung der BCllC1ll11111g ,.einhiill'·llfl,' ('m'n'" 
werde durch folgendes Beispiel aufgewiesen. 
Die Sclwar allel' Ellipsen, für welche (lic SUJllllle (1(')' lIal]'''Xf'Jl 
gleich der Constanten a ist, wird durch die Gleichung (larw·,;jellt: 
(5) 
'Wie Fig. 12 zeigt, lcdcckt diese Sdlft:l), (·in Stii"k <1(,1' 1-:1"'111', 
welches rings von einer aus vier congruelltell Sti'u'ken IJcs1f·IJ('Jlt!f·1I 
Eig. 12. ullil mit vier SpitJ~en vcrsehl'lI('1I e11I'\'" "eili-
geh ullt" ist. 
Eben diese Curvc ist die EllVl']O\lP" df'l' 
Schaar (5), und man vc1'ansch<1uliche sidl, ,LI" 
sich hier in der That die einzelnen Punkte· (11.'1' 
Enveloppe als Schnittpunkte cons('cuti,er Cn1'-
ven der Schaar auffassen lassen. 
Die zweite Gleichung (4) wird, ,om Fador 
2 abgesehen: 
(G) (p - ((' J'2 + ]J!J'! + pea -1') (2]1- u) = (\. 
Die Eliminatioll von 11 aus (5) und (6) liefert ab Glcidlllng der 
1';11 veloppc: 
(7) 
Die Ellveloppe ist die als .. A,'itroide" benannte CnrYe. 
6. Cubatur der Volumina. 
enter Beihehaltung des bisherigen Coordinatellsystems legen wir 
die Gleichung z = [(x, ,11) vor lmd deuteT! (liesel1Jc wie bisher als eille 
krUlllllll' FHiche F. 
In der x!f - Ebene möge c1ureh [! (J', ?/) = () eiup gesehlossP1H' 
Cnrv(' (! llargestl'l1t seilt; untl PS gelte die Y oraussebmn.!..:', (lass für ,dIr' 
PUII kte .!', iI <1es von C nmralHleten Stückes der :1.: !I-Ebene die Fuudiou 
;; = /(.1',,11) eilHll'utig und stetig sei. 
Man ,lpllke üher 11('1' Curvc () üls Grundriss einen Cyllu<h'l' mit 
zur .:-Axe p,trall"](,ll Spitelt erridüel. 
Es sei als(]anll dunh Vi '\ns Yo]ulllen des- o<1er (lerjenigell lLlllln-
still'];:" hezl'idmet, 1l'c1che öeil7ich durch den lJ]rwte7 des ('l/liildel';;, I)/!I'/'-
//11/1) WIr! IIlilcrlial/J alJer durch die illl lunc/'cn dC8 C!/lindl.:!',"; url((ujem/cu 
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:'(IV. "~ll\\'ellllullgen der :Fnnctionell mehrerer Yariabelell. G l 
Tlwilf' df')' F/iicltr: F 1{)IIl der :t,lj-L'bcnc cin,r;c,r;rcilzt Icen/cn. Die .:\Jaass-
zahl für das Yo!umen eines einzelnen Rallmstücks soll hierbei positiv 
oder negativ iu Rechnung gestellt wenlf'lJ, je naehdem dieses Stück 
oberll<db unll unterhalb Ilel' Yll-Ebene liegt. 
l'm (18, Yol\llJH'u VI in Gestalt eines sogen . . J)o])!11'7iilfc,r;m7c..;;"' 
austmdriick(·ll. \lehmen wir der Einfachheit halber an, dass Ilel' Xull-
punkt illw'J'hnlh <1('8 dU]'('h Ilie Cur\'(l C u111schlossenen FHichew,tückes 
liegt. 1.dztl'[,(',' "'inl dann 11l1rl'h Ilie c~xl'n in vi,T Qnadral\tc'll zerlegt, 
lind wiJ' ki>l1l1l'n 11m; an/' (lie nctJ"Jl'htuug des ('rstcu in Fig. 13 stark 
1Ililntnde!I'll (~llndl"l1lt('n lll'scl!riinkell. 
lIie ('UI'\'(' (' sl'hlleille die positiv(, ,1'- "~xe bei ,/: = (l und dic 
positivl' ,11-,\xI' l)('i .11 '--:C- /1, J-:" geltu die "\lIl1ahllll', <lilas das <len 
lJI'\·OI'ZII.!.;h'll (~\l,J{II"I,Jtel\ he,!.;l'pn-
ZI'1I1]I' ~t i"l'k \"011 (' fi'll' jl't!I' AhSl'isse 
,I' <r.wi'I·lll'lI () uml 11 ~tl't~ lIur 
(:il/I: zlIg..],iil'igl' Onlillnte il cP (x) 
lidere I). 
\\'ir hezeidllll'll mit V Iln" 
Yolumcn des ülH?l' dem nllsgewiihl-
ten QualIranten gelegenen Theiles 
<leB oben eingegrenzten Raulllstückes ---"c----~-_ ..... _-...,. 
vum Yolumen Vi. 
Zur Bestimmung von j' zerlege 
lllan tlie in <1('1' :I'//-Ebcne gelegene 
(~n1lldjjiidHl des fl'agli('hell HUlDII-
t!wile,-; <lurch l'al',J!lele zu tll'lI ;~X('l\ 
in UlleIIIlliclt' kleine Hechte('ke, wobei (lel' FliidH'llillhalt "IllI'S l'inzl,lnl'n 
H(,l'htt'('ks glei('h rI.r rllf sein wird. 
('eber dem einzeltwll Heddccke steht aL,danll vom Y"IIIIIII'n l' 
ein vil'rseitiges L'rismil lIes YO]U1ll('ninhaltes:'rI.l' tlll :::--c /(./'. i/) IU Ill/. 
Bei eOl1stantelll J' und t1,/, hilde lllnn llHn durch Tn\('gmtioll lIach 
-':11 zwischen den Grenzen () und cp (x) <leu Inhalt. dp1'jclligl'n Scheihe d,'S 
auszumessenden Raumtheiles, "/'I'lche ohcl'lmlb des in Fig. 1,1 schraffirten 
St reifens lip gt. 
Die Integration nach .r zwischen den Grenzen )' = U ulld ,l' = iI 
vollen(tet die Bestimlllung' von Y 
:-;tatt. zuerst nach !/ 7.U integriren, kann llwn auch mit der Integra-
tion nach J' hegilllll'n; hierbei möge .1' = l!-' CI/) die zu ,11 gp]lii],(,Jldl) 
:~h3cis"e VOll (; sein. 
Lehrsatz: D({,.; obe/l ((I{dii!lr7ich /Jc:<dlrieul'lIc rOI/WIi'1I J' I,'I/JI/J 
d!{!'ch ~ 11l8/1'el't/ulIl(1 jede') der [/cidm Dop!)el iillefl mle : 
') Ist di,'s<, Bel]in~\llJg nicht. erfüllt, ><, n11",' Illilll ,j,l,' \"'11 (' lllllr,(jl(]"\" 




62 XIY, Anwendungen der Functionen melll'el'el' Y"rlabeien. 
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Bei Ausführung des inneren Integrals in (j) l,ez\'" (:2) gilt r hezw, 
y als constant. 
Die hiermit geleistete Bestimmung des Cul,ikinh8lte.'i YIl))1 f'r:tg-
lichen Volumen bezeichnet man als "Calif/I /(/," desselben, 
Als Beispiel diene die Bestimlllung rle~ Yolulilens PillCB Ill'ciaxigl·t1 
Ellipsoides, das gegeben ist durch: 
x 2 1J'2 Z'':! 
((2 -+ ~2 -+ c2 = 1. 
Der Ansatz (1) liefert den Rauminhalt emcs Octantell ([('S Ulip-
soides, wenn wir hier eintragen: 
f(x,v) = ~ VV2(1- ~:) - y2, cp (,I,') 
Mun hat somit: 
(3) 
o 
}'ür das innere Integral hat man nach XI, 4: 
Durch Eintragung der Grenzen für !! folgt: 
" 
(t) r --- 1-- [,1,- , F _ 1t lJ C /'( a::!)' 7" _ 1t a, /i C 4 . ((:! (j 
o 
Das Gcsamrotvolumen des Ellipsoides ist somit -1 :: 7'C (/7) C, 
7. Complanation der krummen Flächen, 
Yel'miige der Doppdilltegl'ale bllm mall :ml:h (lie Bestimmung' 
dps Flü(:hl'ninhaltps von Theilell der }'liiche F, die sogen, :, ('ompl(/}wtio/l~' 
der 1<'[i\(olle P, durchführen, 
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XI\~. AnW81111ullc;en ,ler Fnnctionen mehrerer Yariabelen. G3 
Es sollen hier alle Y oraussetzungen und Bezeichnungen von ~r. Cl 
beibehalten werden; und es liege die Aufg'abe vor, ilcJI 11/7I(lIt8 dC!3-
jeni(Jcll Sfiickc,; Ilel" Fliicllc F zn /JestilJllJlcn, 1l"c7chco ouerhrl7u /wnc. 
unterlw7l1 des in pir/. 13 stark 1II111'lliIdctCii Thei7 es der ,1'!l- J~'I)cllc 7 icrtf. 
Leb:teres Stück der x!I-Ebene wurde ohen in unendlich kleine 
Re<:htecke eing·ctheilt. 
U eher hezw. unter einem einzelnen soldwn Hechtecke , dCi,sen 
Jllh:ilt r/,r d!1 ist, liege <hsElellient d ,,) der krulllmen Fläche P. 
}\Iall ILI l'f ,las El,'meut d S als eben ansehen, und lIlan n81me den 
Neigung-swink"1 des Ele!llentes gegen die ,Ti/-Ebene I"~ ,0 dass man Ilie 
Gleieh llU~' rI S . co:;;' c-::- d.t· d.ll gewiullt. 
Da I' g-Ieidl delll \Villkd %wisel!ell d!']' <IId' d S errichteten :\ormale 
unl1 cl'T .: -.\Xl' ist, so findet lllall nilch NI'. 3 unter Zugrunclelegullg 
dei' Glci,'hullg ,;. -- ./(.1'.,11) = () deI' krumJlien Flül'he: 
1 
('Oe; I' :~ \ / t _ (r .. .f.·)~ + ('rI)2' 
V ~ 0,1' ( I/ 
Es e1'gieht sich hieraus der 




man kciJlI1 den Fliiel((:J/illha7t S aver (/udl (//ls!lriickclI !7/1rcll: 
(2) ( f I )' 2+ (~')~ r!J'1 rlil. J .,' (.'1, 
,\1., Bei.'pjel diene llie CompLlllation üer Kng'cl dl'~ Hadins )' \1111 
den Nullpunkt. Zur Bestimmung der Ohertliiche S des KngeJoehmtell 
hat lllilll 7.U setzen: 
l(,r. y) = t/r2 - .,,2 - .1/:'., (fJ (.1') = Vr:'. ,I':'.. 
Bei BenlltZll11g YOll (I) gilt abo Ile1' All>-;\tZ: 
r -llr:f.--x:.' 
(3) S -}' . ' 17" J>(j'> d I{ ) I - Vr 2 _ x:! - il", ,. 
~UJl ist llach Formel (12) 11l XI, 4: 
~ arc;.;..in ." _._-~. 
!I:'. -\ '1 : r~ -- .r~ 
Durch Eintrilgllllg der Grenzen prhiUt mall allS (;;): 
r 




(i4 XIV. Anwendungen Üer Functiuncn mdtn,rer \'at:" 1"'\"ll, 
S. Gebrauch der Polareoordinaten. 
\Vill man in del' xv-Ebene an S:tdle der ',.'1 1'"Lll'l'uul'llinaten 
r, ,'1' gebrauchen, so wähle man den Xullpunkt ,tl- [>"I \lud ,[ie po"itiv8 
;L'-~tX8 als "lxe der I>olarcoordinaten, 
::\Iöge eine den Pol umzielwll!le, ge;;chlu'';''Il'' ('\ln" (' dlll'ch 
r = rp (it) gegeben sein, wolJ(~i rp (lt) ein,' l,iIld"lIti!.t" hll!"t i"ll s"i; 
c 
Fig, 14, llllll l!li'"~,, <i 111'1')1 di" illl )1111<']"'11 VOll (' einrl"uti~'" FIIII,·ti,,".: - /Ir,tt) 
eill!' krlllllllH: FLi,'\1I' F""C'"\,, 11 .- .. iu. 
Zur ('u\,;11 ur und ('ulill,);lII;,jioll 
VOll F l'ITi"]11"1! \\'ir ülll'J' (' ,'Illl'll 
Cdilldel', <1"-0"11 :-:"iku 1,\11' : - .\xe 
parallr·[ ~ill'l. \111<\ ,["li"ir"11 '\;ts 
Vulnllll'lI I' 11IId di" (11"'J'llii('!t,· S 
;"J<tlog wil' in \1', I; !lud 'I, 
Das in J-'ii-!', 11 ",) I 1'; tI I i 1'\1' Ele-
ment der i' lr-ElJcw' hilt d"Jl Flii,,!ten-
inhalt rrlrt/lt, 
Man beweist damufhin leicht folgenden 
Lehrsatz: Das t'on dem Z(I C udlijrclIl/cH C!J7int/I'i', tl,'/' J'fr-IJ,cnc 
und der F7üclIC F eingegrcl1äe Vo7umen V ist: 
27t '( (cl) 
(1) . V= !C/I(r,it)rdl}7fr, 
IJ 0 
/(//(/ cn!sp)'cchci/(l Uilt IHr tlic OlJCljliicltc ,'l : 
27t 'r (.'I) 
(2) , S = J'(j'rd I' ) !lit, 
• cu,~ y 
I('ol)!'i y in dCl'sell)cn Bedeutung, wie in XI'. ;' !II;/II'I/I/(III i.-I, 
9. Betrachtung weiterer Beispiele zur Cubatur und 
Complanation. 
1. Die in dlll' X Z - Ebene durch z = r;~'" dargestellte Cune hat 
den in Fig. 15 skizzirten Verbuf und nilhert sich VOll ollen !t(:l' 1Ici(I('1'-
sei ts aSYlli ptotisch der x-Axe. 
Dureh notation dieser Curve um die z-Ax() pntspringt eine' glockell-
f<il'llIig gestaltete Oberfläche F, welehe dureh ,Z: = e-I'" clal'upstellt ist. 
Der zwisuhcll F und der rit -I~bcnc gelegene R<J1111l h:lt, obs(·lJon 
('I' sich nach :111en Richtungen der l'1'r-Ehene ins Unendliche zi,·ht, einl:n 
p]]rllichen Inhalt V: 
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XI\~. Am\~enrillllgcll der Functionen mehrerer Variabelen. 0;) 
Dii nämlich das innere Integral it nicht mehr enthält, so kann 
man da;;öf'lhe vor da sauf it bezogene Integral setzen: 
Y = (/e- re rc1r) . (j:lit). 
o 
.fede;; dieser bei den integrale ist leicht zu bestimmen. und man 
li mIet V -- 71'. 
Fig. 15. 
Jz -Axe 
2. W f'nrlet Tnan bei der ehen bphandelten Aufgabe recht winklige 
Coordinaten .Y", i/ an, so hat man nach Xl'. 6: 
:-;paltet man e _:""_'1" in das Prodllct von c- xi und e -!I", und setzt 
man elen ersten Factor, nls von !f unabhiingig, vor das Tn[egral in 
Rf'zug auf !f. ,0 folgt: 
V =-c f+'( e" ;+',: rl' (li/ ) d J'. 
e \ t 
~un ist das innet'ü Integral von .r unahhiin!.6/.( i es ist somit: 
Der \'ergleiclI mit dem Ergehnis8 1Il 1. liefert den 
Lehrsab: f)as ,z'l/)isdlCn den GrcII:'I'Ji. - x' lind 
qr:!iihrte /ntefjml ries Differentia7s c ~(' d:r: i"f f/7cich r;: : 
(1) d x c-:-: t rr. 
B. IJurch /I === .1: tq.: i; .. d DUlt' sO,~·('n. ~ehJ'(111)cnfliiehe li' dar,Q'(lstf,Jlt. 
df'ren Axe die ~-A xe ist. 
Als Cllrve (/ ,;oll deI' I\:rei,,, r ::-::-c I ,~'ewiihlt wen!plI, uut! ", \\'('1'<1" 
die COTllplanatioIl für eillen Q,narlrantPIl der Fliiclw F anög'('fiiltd. 
Frirk('. r,ritfadf'lI. r1. 
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G6 XI\". Anwendungen der Fnnniullell lllel1n'rer \·"rial,d,·n. 
(2) 
Da mall hier die Gleichullg 









Durch Au,fühnlllg der letzt,,!! 11l1\'gr<l le g'(,will lIt \\UlI: 
n 1\'- ( 
. S = - v:2 -+- IOI! 1 
-1 
L\~)j. 
Zusätze zum ersten Heft. 
~('it(' W. Zeil,' 2-1 ist hillter den \Yorb'll "lwi ,]i"o.<:1Il [,'1,..r!S·;111~·'> eill-
zuschalten "ill den elemenblrell Fiill(~ll". 
;;;('ite ·!ti, Zeile 1H ist hinter !leB \Yol'lell "Z"hlell 111" ,·ill!'!1-,·)wJr"1l 
""uss('r ))1 - - I". 
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